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Chapitre 1 

Introduction 

1.1 Les verres de spin 

Le domaine de la physique dans lequel cette these prcnd place est ne de l'cffort thcoriquc 
fourni pour expliquer les resultats d'experiences sur les verres de spin, composes produits en 
laboratoirc a partir des annees 70 pp. Experimentalcmcnt, un verre de spin est un alliagc 
entre un element noble, non magnctique, et une faible fraction d'atomes dotes de proprictes 
magnetiques. Ce melange est cffcctuc a haute temperature, les deux especcs formant alors une 
phase liquidc. Lorsquc Talliagc est rcfroidi, lc compose se solidifie ; le metal noble cristallisc 
dans un reseau regulier, tandis que les elements magnetiques, largement minoritaires, jouent 
le role d'impuretes places aleatoirement au sein du reseau regulier. 

Dans une telle situation, les interactions entre moments magnetiques des impuretes 
depend de la distance les separant d'une maniere tres particuliere . Comme on peut s'y 
attendre, l'intcnsite de l'intcraction decroit pour des atomes de plus en plus eloignes. Cc 
qui est notable, e'est que le signe de l'interaction est une fonction oscillante de la distance 
les separant. Autrcment dit, ccrtaines des interactions entre moments magnetiques sont 
fcrromagnctiques, tendant a les aligner dans le meme sens, alors que d'autres sont antifcr- 
romagnctiques et favorisent done les configurations antiparallclcs. 

La presence simultanee de ces deux types d'interaction va provoquer une dependance 
originale des proprictes du systeme par rapport a la temperature 2 . Rappelons en effct la 
situation dans lc cas oil toutcs les interactions sont ferromagnetiqucs. Les proprictes d'cquili- 
bre d'un tel systeme resultent d'une competition entre un effct energetique, les interactions 
tendant a aligner tous les spins dans la meme direction, et un effet entropique, l'agitation 
thermique favorisant plutot un etat desordonne. A haute temperature e'est la contribution 
entropique a l'energie libre qui est dominantc, on a done un etat paramagnetique dans 
lequel les spins fluctuent autour d'une valcur moyenne nulle. Quand on abaisse la tem- 
perature on assistc a une transition de phase : en dessous d'une temperature critique, les 
effets cncrgctiqucs l'cmportent, et le systeme acquiert une aimantation macroscopiquc, tous 
les spins etant aligncs dans une direction commune. L'aimantation macroscopique est ici 
un parametre d'ordre, qui croit continument de zero quand on diminuc la temperature en 
dessous de sa valcur critique. 



1 Ce phenomena, dit interaction RKKY d'apres les noms de Ruderman, Kittel, Kasuya et Yosida, est 
expliquc dans la plupart des livres de physique du solide, par exemple 0. 

2 On reste toujours en dessous de la temperature de fusion du verre de spin, les positions des impuretes 
magnetiques, et done la valeur des interactions entre elles, restent gelees a partir de la preparation de 

Pcchantillon. 
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Que devient cette image dans le cadre d'un verre de spin ? A haute temperature la phase 
paramagnetique n'est pas modifiee, mais la phase de basse temperature est differente. Le 
systcme cherche toujours a se bloquer autour d'une configuration dcs spins qui minimise son 
energie, mais cette configuration ne peut pas etre celle avec tous les spins alignes, puisqu'une 
partie des interactions sont antifcrromagnetiques. On a done une transition de phase ou 
certains degres de liberte se figent (cc qui sc traduit par une singularitc sur la chaleur 
specifique de l'echantillon), mais sans apparition d'une aimantation macroscopiquc (ni meme 
d'aucun ordrc magnctiquc rcgulier). 

Une premiere modelisation des verres de spin a ete proposee par Edwards et Anderson en 
1975 [3j- Elle consiste a placer N spins d'Ising sur les sommets d'un reseau en dimension finie 
d, avec des couplages entre proches voisins de signe quelconque. L'hamiltonien du modele 
est done : 

h = -y] JijVi<j 3 , <Ti = ±1 . (i.i) 

Les indices i designent les sites du reseau, ct la somme porte uniquement sur les couples de 
sites voisins. Insistons sur le caractcre different dcs variables Oi et Jij. Ces dernieres sont 
supposccs fixecs, ou gclccs (quenched) de la meme fagon que les impuretes magnctiqucs nc 
se dcplaccnt pas dans un echantillon de verre de spin tant qu'on nc le fait pas fondrc. Les 
variables Oi sont par contre soumises a des fluctuations thcrmiques, selon la loi de probabilitc 
de Gibbs-Boltzmann. Le parametre d'ordre qui decrit la transition vers la phase de basse 
temperature est defini a partir des magnetisations locales m; = (ui) (les crochets designent 
la moyenne avec le poids de Gibbs-Boltzmann) comme 

i 

A cause du signe fluctuant des interactions, l'aimantation totale '^ li mi restc nulle dans 
la phase de basse temperature. Le parametre d'Edwards- Anderson que Ton vicnt de definir 
sera par contre positif, chaque spin acquierant une magnetisation non nulle, dont la direction 
fluctue d'un site a l'autre. 

S'il etait necessaire de connaitre les positions et les couplages entre impuretes magnc- 
tiqucs pour predirc le comportcment d'un echantillon macroscopiquc de verre de spin, tout 
travail de modelisation serait voue a l'echec, tout comme si Ton devait connaitre les posi- 
tions de toutes les molecules d'un gaz pour etablir son equation d'etat. Heureusement ce 
n'est pas le cas : deux echantillons de verres de spins prepares selon le meme protocole 
experimental seront certes tres differcnts au niveau microscopique, mais Ton s'attend a ce 
que leurs proprietes macroscopiques (chaleur specifique, temperature de transition,. . .) soient 
identiques. D'un point de vue theorique, cela suggere de definir des ensembles d'echantillons 
microscopiques qui correspondent au meme precede experimental de fabrication. Au sein de 
cet ensemble les variables gelees microscopiques varient d'un echantillon a l'autre, mais les 
observables macroscopiques sont toutes quasiment identiques. On peut done identifier les 
valeurs moyennes de ces observables avec les valeurs typiquement observees pour un echan- 
tillon donnc. Dans le cadre du modele d'Edwards- Anderson par exemple, les Jy seront dcs 
variables aleatoires independantes. Leur loi de probabilitc autorise dcs couplages positifs 
et negatifs de manicrc a rcproduirc la frustration prcsentc dans les verres de spin. II reste 
ensuite a calculcr la valeur moyenne de l'cncrgic fibre par rapport a cette distribution pour 
predire les proprietes thermodynamiques du systeme. 
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1.2 Modeles completement connectes 

La resolution exacte du modele d'Edwards- Anderson a trois dimensions scmblc une tache 
impossible : pour le cas purement ferromagnctiquc lc calcul de la fonction de partition n'a 
ete effectue qu'a deux dimensions, et la presence de desordre dans les interactions rend le 
problcme encore plus difficile. Une simplification du modele, de type champ moyen, a ete 
introduite par Sherrington et Kirkpatrick (SK) 01 Ej. Leur modele est un analogue de celui 
de Curie- Weiss du fcrromagnctisme : chacun des N spins d'Ising du modele intcragit avec 
tous les autres, d'ou le nom de « completement connecte » que l'on attribue a ce type de 
modele. L'hamiltonien considere s'ecrit alors 

H = -^JtjCTta-j , (1.3) 

i<j 

la somme portant sur toutes les paires de spins. Les couplages gclcs Jy sont des variables 
aleatoires positives ou negatives, leur variance etant d'ordre iV -1 / 2 pour que l'hamiltonien 
soit extensif 3 . Alors que la resolution du modele ferromagnctiquc completement connecte 
est triviale (cf. la section rO|) . celle du modele de Shcrrington-Kirkpatrick s'est averee tres 
subtile et a conduit a l'introduction de concepts nouveaux en physique statistiquc. L'etude 
des modeles desordonnes de champ moyen repose souvent sur la methode des repliques. Cette 
methode n'est pas, dans sa formulation origincllc, completement rigourcusc d'un point de vue 
mathematique : une fonction calculee pour un nombre n de repliques doit etre prolongee dans 
la limite n — > 0. Comme n est a priori entier, ce prolongement n'est pas unique et necessite 
l'intoduction d'hypotheses supplementaires. La plus naturelle, utilisee par Sherrington et 
Kirpatrick, est dite « symetrique dans les repliques » (RS). Cet ansatz n'est pas correct 
a basse temperature car il predit une entropie de temperature nulle negative, ce qui est 
impossible pour un modele dont les degres de liberte sont discrets. Un calcul de stabilite 
effectue par de Almeida et Thouless [3] a montre que e'etait l'hypothese RS qui etait fautive : 
elle entrainait l'apparition de directions de fluctuations instables dans une integrate calculee 
par la methode du col. 

On doit a Parisi |B1 E] la formulation de l'ansatz correct pour le modele SK. Celui- 
ci brise la symetrie entre les repliques (RSB), dans un schema iteratif : les n repliques 
sont divises en groupes de m repliques, eux-memes sous-divises, et ainsi de suite. Pour une 
reproduction des articles importants de cette epoque ainsi que pour une discussion de la 
signification du phenomene de RSB, on pourra se reporter a QUI- Mentionnons simplement 
que cette brisure de symetrie est reliee a, la nature particuliere de la phase de basse tem- 
perature des verres de spin. Un systcme d'Ising ferromagnctiquc possede deux « etats purs » 
en dessous de la temperature critique, corrcspondant aux deux signes possibles de la mag- 
netisation : tous les moments magnetiques s'alignent dans une direction donnee de fagon a 
minimiser l'energie du systeme. Dans un verre de spins tel que le modele SK, la situation 
est beaucoup plus compliqucc : la frustration induite par les signes aleatoires des couplages 
entraine une degenerescence des configurations de basse energie. On a done un grand nombre 
d'etats purs, l'ansatz de Parisi traduisant leur organisation dans l'espace des configurations 
du systeme. 

Une preuve rigoureuse de l'exactitudc de l'energie libre predite par l'ansatz de Parisi 
pour le modele SK est apparue tres recemment. Cette preuve, finalisee par Talagrand 11 , 
s'appuie sur une methode d'interpolation due a Guerra |12| . 

On peut rcformuler le probleme des verres de spin d'une maniere legcrement differente. 
A tres basse temperature, le comportement d'un systeme physique est, de maniere gencrale, 



3 Le « volume » du systeme est ici le nombre N de spins. 
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determine par ses configurations de plus basse energie. Pour un modele avec N spins d'Ising, 
il y a 2^ configurations a, chacune avec une energie Eg. Ces energies sont, dans un modele 
desordonne, des variables aleatoires : elles dependent en effet des interactions gelees Jy. II 
conviendrait done, pour comprendre le systeme a basse temperature, d'etudier les proprietes 
statistiques du minimum de ces 2^ variables aleatoires, ou plus generalement des k plus 
petites. II est assez facile de determiner les proprietes des extremes de variables aleatoires 
independantes. La difncultc dans un verre de spin est que les energies des configurations sont 
des variables aleatoires correlees : elles dependent toutes d'un nombre beaucoup plus petit de 
variables independantes, les N 2 couplagcs Jy. Derrida |T3j a introduit le modele a energies 
aleatoires (REM) comme une simplification d'un probleme de verres de spin, dans lequcl les 
energies des 2 N configurations sont independantes. Ce modele presente une transition vers 
une phase de basse temperature dans laquelle le systeme se gele sur un petit nombre de 
configurations de basse energie. Dans ce meme article il est aussi montre que le REM peut 
s'obtenir a partir de la generalisation suivante du modele SK. Dans ce dernier, les variables 
Oi interagissent par paires. Dans les modeles dits « p-spin », les variables intcragissent p par 
p. L'hamiltonien de champ moyen correspondant est done : 

H = - Y^ Jii-ipVii •■•^*p ■ (1-4) 

il<---<i p 

La sommc porte sur tous les p-uplets de variables possibles, et les intensites des interactions 
Ji ± ...i sont des variables aleatoires independantes. Dans la limite p — > oo (en reechellant 
judicieusement l'intensite des couplages), les energies de deux configurations perdent toute 
correlation, et on retrouve done la definition du REM. Cette limite a aussi ete etudiee par 
Gross et Mezard IT1). qui ont trouve que la phase de basse temperature etait alors decrite 
par une version simplifiee de l'ansatz de Parisi : un seul pas dans le schema iteratif decrit 
plus haut est necessaire, on parle alors de 1RSB 4 , alors que dans le modele SK il faut faire 
un nombre infini de pas de brisure des sous-groupes de repliqucs. 

Une interpretation de la brisure a un pas de la symetrie des repliques en termes de pro- 
prietes extremales de variables aleatoires correlees a ete donne par Bouchaud et Mezard ^B] . 



1.3 Analogies avec des problemes d'optimisation 

II cxiste une analogie, dont l'exploitation s'est averee tres fructueuse, entre les systemes 
physiques du type verres de spin et les problemes d'optimisation etudics en mathematiqucs 
et en informatiquc. 

Un des plus cclcbrcs exemples de probleme d'optimisation est surement celui du voyageur 
de commerce : etant donnecs les positions de N villes, on voudrait connaitre le chemin fcrme 
qui passe une et une seule fois par toutes les villes, et qui minimise le kilometragc parcouru 
par le rcprcsentant. Autrement dit, on veut minimiser une fonction de cout (la distance totale 
a parcourir) par rapport a certains degres de liberte (l'ordre dans lequel on visite les villes), 
en maintenant certains parametres (la position des villes) fixes. Si l'on remplace « fonction 
de cout » par energie, « position des villes » par interactions gelees, et « trajet du voyageur » 
par configuration des variables thermiques, on a traduit le probleme d'optimisation en la 
recherche du fondamental d'un systeme de physique statistique, e'est-a-dire en l'etude de ses 
proprietes de basse temperature. 



4 Gardner 1151 a montre que pour p fini, il existe une deuxieme temperature critique plus basse, en dessous 
de laquelle le systeme doit etre decrit par une brisure complete de la symetrie des repliqucs. 
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Un probleme d'optimisation est defini par certaines regies (ici, chercher le chemin de 
longueur minimale) et par des donnees qui caractcriscnt une instance particuliere du prob- 
leme (la position specifique de chacune des villcs). « Instance » est done la traduction d'echan- 
tillon dans ce nouveau langage. De plus, il est souvent interessant de definir un ensemble 
d'instances muni d'une loi de probabilite (par exemple en repartissant uniformement N villes 
dans un carre de cote L), et de s'interesser aux proprietes statistiques du probleme d'opti- 
misation corrcspondant (notamment la distribution des longueurs optimales des tournees du 
voyageur de commerce). Ceci correspond aux distributions du desordre gclc utilisces dans 
les modclisations des verres de spin. 

Cette analogie a ete exploitee des les annees 80 dans deux directions complementaires : 
les methodes analytiques developpees pour l'etude des verres de spin ont ete reemployees 
dans ce contexte, voir par exemple ^7| pour une etude du probleme du voyageur de com- 
merce. II a d'autre part ete suggere d'utiliser les procedures numeriques du type Monte Carlo 
pour trouver des solutions aux problemes d'optimisation, une demarche intitulee « simulated 
annealing » |18j . L'idee consiste a introduire une temperature fictive et a echantillonner 
l'cnscmble des configurations avec le poids de Boltzmann correspondant. La limite de tem- 
perature nullc de cet echantillonnage doit conduirc au fondamcntal du systeme, e'est-a-dire 
a la solution du probleme d'optimisation. En fait l'espace des configurations des problemes 
d'optimisation est souvent trcs irrcgulicr, et cette procedure peut rester bloquee dans des 
etats metastables d'energie plus elevee que celle de la configuration optimalc. 

1.4 Modeles dilues 

Dans le modele SK, chaque degre de liberte m interagit avec tous les autres. Cette 
connectivite infinie est tres eloignee de celle d'un systeme reel, ou d'un modele sur un reseau 
gcomctrique de dimension d, chaque variable n'ayant alors qu'un nombre fini de voisins 
(2d pour un reseau hypcrcubiquc). Viana et Bray |19) ont introduit un modele dans lcqucl 
la connectivite des variables reste finie dans la limite thcrmodynamiquc. L'hamiltonien est 
toujours de la forme l|l.H|l . mais la loi de distribution des couplages est maintenant 

Prob(%) = (l - ±) S(J Z1 ) + ^7r(J«) , (1.5) 

ou S est la distribution de Dirac et ir une distribution de probabilite reguliere. Pour un 
site i donne, il y a en moyenne c interactions Jy non nulles, autrement dit le site interagit 
avec c voisins. Bien que la connectivite soit finie, ce modele est de type champ moyen : 
les voisins sont choisis aleatoirement parmi les N sites du systeme, il n'y a done pas de 
notion de distance euclidienne entre sites. L'essentiel du travail de these presente ici concerne 
de tels « modeles dilues » ayant une connectivite locale finie sans pour autant respecter 
une geometrie euclidienne. On rencontrera d'autres exemples de ces modeles dans la suite. 
L'interet porte a ces problemes peut etre motive par quelques remarques : 

- Une question ouverte concerne la pertinence en dimension finie de l'image obtcnue 
pour les modeles completement connectes par la methode des repliques 5 . Les modeles 
dilues sont certes toujours de type champ moyen, mais corrigent la peu vraisemblable 
connectivite infinie de leurs predecesseurs. On peut done esperer que leurs proprietes 
seront plus proches de cclles des systemes de dimension finie. 



5 Une approche assez radicalemcnt difforente des verres de spin en dimension finie est donne par l'image 
des gouttelettes I2UII21I . dans laquelle la phase de basse temperature ne comporte qu'un nombre fini d'etats 
purs. 
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- lis comportent en particulier de nouveaux ingredients physiques par rapport aux mod- 
eles completement connectes. En effet, dans le modele de Viana-Bray la connectivite lo- 
cale d'un site est une variable fluctuante. Ceci va entraincr l'apparition de phcnomencs 
de type phase de Griffiths [22122, a cause d'evenements rares concernant des zones 
du systeme qui interagissent plus fortement que la moyenne. En consequence, la re- 
laxation vers l'cquilibrc dans une telle phase est anormalement lente, a cause d'unc 
distribution large des temps d'cquilibration des sous-systemes |2I ESI ■ 

- Une dcrnicrc motivation reside dans l'analogic dcja cvoquec avcc lcs problcmcs d'op- 
timisation. II se trouvc que lcs problcmcs centraux en theorie de l'optimisation com- 
binatoire conduiscnt, une fois traduits en termes physiques, a des modeles de spin qui 
ont une connectivite finie. L'exemple le plus frappant est celui de la « satisfiabilite », 
auquel on trouvera une tres bonne introduction dans [21] ■ Une instance de ce probleme, 
appelee formule, est dermic par un jcu de contraintes logiques, dites clauses, sur des 
variables booleenes. Le probleme consiste a determiner l'existence ou pas d'une con- 
figuration des variables satisfaisant toutes les contraintes, autrement dit une solution 
de la formule. La satisfiabilite jouc un role central dans la theorie de la complcxite 
computationncllc, e'est en effet lc premier probleme dont la NP-complctude ait ete 
demontree |27| . Par ailleurs un ensemble aleatoire de formules aux proprietes remar- 
quables a ete decouvert [2H1- Celui-ci est defini par deux parametres, le nombre de 
variables N et un ratio de contraintes par variables a. Quand a est tres petit les for- 
mules sont peu contraintes et possedent beaucoup de solutions. Si au contraire a est 
tres grand des contradictions logiques apparaissent et les formules ne peuvent plus etre 
satisfaites. Le point remarquable est que dans la « limite thermodynamique » N — ► oo, 
le passage d'un regime a l'autre se fait de maniere abrupte : il existe une valeur seuil 
a c separant les formules presque toujours 6 satisfiables de celles presque toujours in- 
satisfiables. En termes physiques il existe une transition de phase pour cette valeur 
du parametre de controle. On trouvera des definitions precises du probleme de la sat- 
isfiabilite ct dc 1' ensemble aleatoire dc formules dans la partic POI accompagnees de 
references plus completes. 

La contrepartie de cette richesse physique des modeles dilues est une plus grande dif- 
ficulte technique par rapport aux modeles completement connectes 7 . Comparons en effet 
grossierement le modele de Sherrington-Kirpatrick a celui de Viana-Bray. Dans le premier, 
chaque spin subit une faible influence de la part d'un grand nombre de voisins, alors que 
dans lc dcuxiemc il a un nombre fini de voisins avcc qui il intcragit fortement. La premiere 
situation est typique du theoreme central limite sur lcs sommes de variables aleatoires, l'« in- 
fluence » (plus precisement le champ magnetique effectif) ressentie par un spin est done une 
variable aleatoire gaussienne. Dans le cas du modele de Viana-Bray, comme dans celui des 
autres modeles dilues, cette simplification disparait. Ceci explique que la mise au point de 
l'ansatz brisant la symetrie des repliques a ete bien plus tardif que pour le modele SK. En 
effet, meme dans l'approximation de symetrie des repliques, le parametre d'ordre, qui etait 
un simple nombre gEA pour le modele SK, devient une fonction dans les modeles dilues. Ce 
parametre d'ordre RS, solution d'unc equation fonctionnelle, a ete d'abord calcule pour le 
modele de Viana-Bray au voisinage de la ligne de transition ^U| e t a temperature nulle |29|. 

Le probleme de la satisfiabilite aleatoire evoque ci-dessus a ete introduit dans la commu- 
naute de physique statistique par Monasson et Zecchina jSOJ. Suivant l'analogie habituelle, 
les variables booleennes sont representees par des spins d'Ising et Ton introduit une fonction 
energie qui compte le nombre de contraintes non satisfaites. Une formule est done satisfiable 



6 C'est a dire avec une probabilite tendant vers un dans la limite thermodynamique. 
7 D'aucuns classeront cette difficultc supplcmcntaire au rang des motivations. 
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(possede des solutions) si le fondamental a une energie nulle, et le phenomene de seuil a a c se 
traduit par une transition de phase vers un regime ou l'energie du fondamental est non-nullc. 
Le modele de spin ainsi obtenu a une connectivite finic, a l'instar de celui de Viana-Bray. 

Le traitement de ce probleme dans le cadre de l'ansatz symetrique des repliques reproduit 
l'existence d'une transition de satisfiabilite, mais la valeur du seuil predit n'est pas en accord 
avec les simulations numcriqucs. II faut done briser la symetrie des repliques, une tache 
particulierement difficile pour ces systemes dilues. Le parametrc d'ordre, qui est deja une 
fonction au niveau RS, devient une fonctionnclle au niveau du premier pas de brisurc de 
la symetrie des repliques |21 B21- Une resolution approchee de ces equations 1RSB a etc 
obtenue par Biroli, Monasson et Wcigt (SHI a l'aide d'une approche variationncllc. Cclle-ci a 
notamment conduit a une image plus raffinee des proprietes des formules aleatoires. En effet, 
en plus de la transition de satisfiabilite a a c , une deuxieme valeur du parametre a separe un 
regime satisfiable ou les solutions de la formule sont reparties uniformement dans l'espace des 
configurations d'un autre ou elles se regroupent en groupes de solutions nettement separes 
les uns des autres. 

Un nouveau cap dans la comprehension des systemes desordonnes dilues a etc franchi 
par Mezard et Parisi |34j . Ces auteurs ont reconsiderc le probleme des vcrres de spin a 
connectivite finie par la methode de la cavite, une methode equivalente a celle des repliques 
mais qui, dans le cas des systemes dilues, conduit a des equations ayant une forme plus 
facile a traiter. En particulicr, colics obtcnucs au niveau du premier pas de RSB pcuvent 
etre resolues numcriqucment par une methode de dynamiquc dc populations. Cette approche 
a ensuite ete utilisee dans le cas de la satisfiabilite par Mezard et Zecchina [33], qui ont 
calcule le seuil a c et mis a profit l'image de l'espace des configurations suggere par les 
calculs 1RSB pour proposer un nouvel algorithme de resolution des formules, intitule « survey 
propagation ». Plus recemment des calculs de stabilite de la solution 1RSB par Montanari et 
Ricci-Tersenghi [20 E3 ont montre que la solution 1RSB n'etait pas stable pour toutes les 
valours de a, et que dans certaines regions une brisure complete de la symetrie des repliques 
etait necessaire. 

Cette methode de la cavite a ete tres feconde, un grand nombre de modeles ont ete etudics 
le long de ces lignes. Je citerai notamment le probleme du coloriage de graphes (3H| et le 
probleme de la XORSAT J35]. Ce dernier est une variante du probleme de la satisfiabilite, 
qui a ete independamment introduit en physique et en informatique. Dans le contexte de la 
physique, il correspond a la version diluee du modele p-spin. Un resultat tres interessant est 
la preuve de l'exactitude du schema 1RSB pour ce modele a temperature nulle [401 |4~T] . 

1.5 Aspects dynamiques 

1.5.1 Dynamiques physiques 

Tournons-nous maintenant vers les proprietes dynamiques des verres de spin et de leurs 
modelisations de champ moyen, qui seront l'objet principal de ce manuscrit. Rappelons 
d'abord deux proprietes auxquelles on s'attend pour un systeme « normal » : 

- Lorsqu'on le met en contact avec un thermostat, le systeme se met rapidement a 
l'equilibre avec le bain thermique exterieur. II perd alors la memoire de son instant de 
preparation et sa dynamique devient stationnaire : les resultats d'une experience sont 
independants de l'instant auquel on l'effectue. 

- Les fonctions d'auto-correlation ct dc rcponse a une perturbation cxterieurc sont reliees 
par le thcorcme de fluctuation-dissipation (FDT). Cc theoreme, dont une des versions 
les plus celebres est la relation de Stokcs-Einstein entre coefficients dc diffusion et de 
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trainee d'une particule brownienne, est tres general. II ne fait pas intervenir les details 
microscopiques du systeme, mais seulement la temperature du thermostat exterieur. 

On dit qu'une dynamique est « d'cquilibrc » quand clle verifie ces deux proprictes. Pour 
un systeme « normal » cc regime dynamique est atteint rapidement. sur Pechelle des temps 
experimentaux, apres sa mise en contact avec un thermostat. 

Une etude de la dynamique du modele SK etait presente dans Particle originel jS], et 
fut completcc par Sompolinsky et Zippclius |42j . Cependant ces approches n'ctaient pas 
coherentes dans la phase de basse temperature pour la raison suivante : les modeles de 
verres de spin ne sont pas « normaux », ils restent hors d'cquilibrc pendant des temps tres 
longs 8 . II faut done abandonner Phypothese de stationnarite du systeme et lc theoreme de 
fluctuation-dissipation. 

La premiere etude de la dynamique de basse temperature des modeles de verres dc spin 
en champ moyen qui tienne compte de cette situation est due a Cugliandolo et Kurchan |43j . 
Ellc portait sur la dynamique de Langcvin du modele p-spin spheriquc 9 , ct mcttait en lumiere 
les modifications suivantes des proprictes d'cquilibre : 

- ce modele n'est pas stationnaire a basse temperature, on dit qu'il vieillit |44| : sa 
dynamique depend toujours de son « age », e'est-a-dire du temps ecoulc depuis sa 
mise en contact avec le thermostat exterieur. En termes plus techniques, les fonctions 
de correlation et de reponse a deux temps dependent reellement des deux temps, et non 
pas seulement de la difference entre les deux comme dans une dynamique stationnaire. 
De plus, la dependance de la dynamique vis-a-vis dc Page du systeme n'est pas com- 
plctcmcnt arbitraire : le systeme reste certes hors d'cquilibre a tous les temps, mais 
son evolution est de plus en plus lentc. Cettc particularitc pcrmct des simplifications 
dans le traitement analytique de ce type de systeme. 

- le theoreme dc fluctuation-dissipation n'est pas respecte par les fonctions dc correlation 
et de reponse a deux temps. Cependant, ces dernicrcs sont rcliccs par une modification 
relativement simple du FDT, lc caractere hors d'equilibre se traduisant par Papparition 
d'une temperature effective diffcrente de celle du thermostat exterieur. 

Les modeles de verres de spin de champ moyen constituent done une classe particuliere 
de systemes hors d'equilibre, pour lesquels la violation des proprietes d'equilibre obeit a un 
scenario assez precis 0SJ0B]. J 'en donnerai plus de details dans la partic[0] 

Les phenomenes de vieillissement et de violation du FDT ne sont pas des artefacts de 
la modelisation theorique : ils ont ete au contraire observes dans un grand nombre d'ex- 
periences. Celles-ci sont notamment conduites sur des verres de spin |I7J, pour lesquels une 
mesure directe de la violation du theoreme de fluctuation-dissipation a ete obtenue recem- 
ment par Herisson et Ocio |48j . Les verres structuraux presentent aussi un comportement 
similaire |49| . avec une phase vitreuse vieillissante a basse temperature. Signalons dans ce 
dernier cas que la theorie de couplage de modes [HOj utilisee pour la description des liq- 
uides surfondus au dessus de la temperature de transition vitreuse est intimement rclicc 
aux modeles p-spin introduits ci-dessus. Ce lien a ete devoile par Kirkpatrick, Thirumalai ct 
Wolynes [21 EH E3 et approfondi dans |^H ■ 

Les travaux sur la dynamique des modeles dilucs sont relativement rares compares a 
ceux sur les modeles complctcmcnt conncctes. On peut citcr en particulicr les investigations 
numeriqucs dc Barrat et Zecchina [SB]j e t de Montanari et Ricci-Tersenghi |SB||S7J. Ces etudes 

8 Plus precisement, le temps d'equilibration du systeme diverge avec la taillc du systeme. Si la limite 
thcrmodynamiquc est prise avant la limite des temps longs, on reste toujours hors d'equilibre. 

9 Dans un modele sphcrique les variables d'Ising en sont remplacees par des variables continues, on re- 
viendra en detail sur ce point dans le corps du manuscrit. 
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ont mis en evidence la richesse du comportement dynamique de ces modeles, notamment a 
cause des fluctuations locales de connectivite qui les rendent tres heterogenes. 

1.5.2 Algorithmes d'optimisation 

La section precedente etait intitulee « dynamiques physiques » car elles concernaient des 
modelisations censees representer 1'influence d'un bain thermique exterieur au systeme qui lui 
impose sa temperature. L'evolution des degres de liberte du systeme verifient alors certaines 
regies « physiques » (condition de balance detaillec pour des spins discrets, equations de 
Langcvin pour des variables continues) telles que l'cquilibrc de Gibbs-Boltzmann est un 
point fixe de revolution. 

Au cours de cette these je me suis interesse aussi a unc autre famillc dc dynamiques, reliee 
aux problemes d'optimisation. Dans ce contexte, il n'y a aucune raison a priori d'imposer les 
memos regies aux lois microscopiqucs devolution : le but est de rcpondre le plus rapidement 
possible a une question, par exemple l'existence d'une solution a un probleme de satisfiabilitc, 
ct non d'echantillonner l'espace des configurations avec le poids de Gibbs. De plus, certains 
types d'algorithme n'ont rien a voir avec les dynamiques stochastiques locales dans l'espace 
des configurations qui sont habituellement utilisees en physique. Les mouvements d'une 
configuration a l'autre peuvent etre arbitrairement grands, ou bien s'effectuer dans un espace 
peu naturel du point de vue physique. Certains algorithmes de resolution de la satisfiabilitc 
precedent par construction d'un arbre de recherche, dans lequel chaque nceud est associe a 
un ensemble de configurations des variables boolecnncs. 

On pourrait alors se demander quelle est la pertinence des outils de la physique statis- 
tique pour etudier de tels problemes. Les travaux inities par Cocco ct Monasson [5S] ont 
cependant montre qu'une telle approche etait possible ct fructucusc, completant les etudes 
rigoureuses des mathematiciens et des informaticiens. On trouvera dans la publication C2 
une revue des travaux de la communaute de physique statistique sur ces problemes d'algo- 
rithmes d'optimisation. 



1.6 Resume du travail de these 

On va presenter dans la suite du manuscrit les resultats de travaux plus ou moins directe- 
ment relies au mime objectif : une meilleure comprehension analytique des dynamiques hors 
d'cquilibrc dans les modeles dilues. Au dela du defi technique que cet objectif rcpresente, il 
serait appreciable de capturer par une approche analytique certains des traits nouveaux de 
ces modeles qui etaient absents dans le cas complctcmcnt connecte. Une dcuxicmc direction 
de travail a consiste a appliqucr des methodes dc physique statistique pour decrire le com- 
portement d'un algorithmc de recherche locale dc solutions du probleme de la satisfiabilitc. 

Le manuscrit est organise dc la manierc suivante. Un premier chapitrc precise les defi- 
nitions et les proprietes geometriques des modeles dilues. A cette occasion on decrira une 
mcthode generale de developpement a faible connectivite, qui a fait l'objet de la publication 
PI et qui a ete mise a profit dans d'autres parties de la these. 

Les deux chapitres suivants ont ete divises selon la nature (continue ou discrete) des vari- 
ables des modeles. Cette division est un peu arbitraire, mais correspond a des formalismes et 
des methodes d'approximation differents. Le chapitre|21 expose les resultats des publications 
P2, P3 et une partie de la publication P5. Ces differentes etudes sont reliees ainsi : un des 
modele dilues les plus simples que Ton peut imaginer correspond a la version spheriquc du 
modele de Viana-Bray. On montre d'abord que ce probleme sc ramene a la determination 
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du spectre d'un certain type de matrices aleatoires. On adapte alors la methode d'approx- 
imation « a un seul defaut » de Biroli et Monasson [SUj a l'ensemble de matrices qui nous 
interesse ici (publication P2). On tire ensuite les consequences des proprietes de ces matrices 
aleatoires sur la dynamiquc du modclc (P3). Finalcmcnt un formalismc general apte a, traitor 
la dynamique de tous les modeles de champ moyen (completement connectes ou dilucs) pour 
des variables continues est developpe, en s'appuyant sur une analogie avec le probleme de 
matrices aleatoires. Dans le cas dilue le resultat obtenu est trop formel pour pouvoir en tirer 
directement des predictions physiques, de possibles approximations sont suggerees. Une dif- 
ference apparait entre modeles completement connectes et modeles dilues : ces derniers ne 
sont pas caracterises uniquement par leurs fonctions de correlation et de reponse a deux 
temps. 

Le chapitre 0]regroupe deux travaux de natures a priori differentes : le premier (publica- 
tion P6) concerne la dynamique d'un modele ferromagnctiquc diluc, le deuxieme (P4 et CI) 
traite d'un algorithme de resolution de formules de satisfiabilite. Une approche commune 
est d'abord presentee en termes generiques, avant d'etre appliquee a ces deux problemes. 
On fera notamment le lien avec la methode dynamiquc des rcpliqucs de Coolcn et Sherring- 
ton |6UU61| . Trois appendices a ce chapitre exposent des resultats numeriques et analytiques 
non publies sur des variantes du probleme d'optimisation. 

Le chapitre verra la reconciliation des variables continues et discretes : les proprietes 
d'equilibre des fonctions de correlation avec un nombre quelconque de temps y seront ex- 
plorees. La publication P5 traitait le cas continu, on fera dans le manuscrit les demonstrations 
dans le cas discret pour insister sur la generalite de ces resultats. On presente egalement une 
version du theoreme de fluctuation qui resume ces proprietes. Finalement des conjectures 
sur leurs generalisations dans les situations hors d'equilibre du type verres de spin dilucs 
sont avancees. 

J'ai essaye, dans la mesure du possible, de faire de ce manuscrit un ensemble coherent 
en ne prcscntant pas les publications dans un ordre chronologiquc. L'organisation retenue 
permcttra, je l'esperc, d'insister sur les liens entre ces differents travaux. Je me suis done 
efforec de presenter les methodes dans une certaine generalite avant de les appliquer aux cas 
particuliers. Pour cette raison je me suis permis de changer certaines notations par rapport a 
celles utilisees dans les articles, et de presenter dans certaines parties les demonstrations avec 
peut-etre trop de details. L'utilisation des memes lettres pour des quantites differentes d'un 
chapitre sur l'autre n'a pu etre completement evitee, j'espere que la lisibilite du manuscrit 
n'en sera pas trop affectee. 



Chapitre 2 

Proprietes geometriques des 
modeles dilues 



La plupart des etudes presentees dans ce manuscrit partagent une structure sous-jacente 
commune, qui porte en physique le nom generique de modele dilue. Ce chapitre est consacre 
a quclqucs proprietes « geometriques » de ces systemes, etudies en mathematiques sous le 
nom de graphes ct d'hypergraphes alcatoires. L'adjectif gcomctrique n'est pas a prendre au 
sens strict ici. En effet ces structures nc sont pas definies a partir d'un espace euclidien de 
dimension finic, et par nombre de leurs caractcristiques ellcs appartiennent a la famillc des 
problcmcs de champ moyen. 

Dans les premieres parties de ce chapitre on trouvera une introduction sommaire a 
quclqucs modeles de graphes ct d'hypergraphes alcatoires. Suit la presentation d'une mcth- 
ode systematique de developpement dans un regime de faible concentration, qui a fait l'objet 
de la publication PI et que Ton retrouvera a plusieurs reprises dans la suite de la these. 



2.1 Le graphe aleatoire d'Erdos et Renyi 

Ce modele, introduit en mathematiques dans les annees 60 |H2, est l'archetype des sys- 
temes dilues. II a ete tres largement etudie par les mathematiciens, un grand nombre de 
ses proprietes sont connues rigoureusement et avec une tres grande finesse (on pourra se 
reporter par exemple a [631 1641 16*51 I66| ). On se contente ici d'une approche non rigoureuse 
et de quelques resultats utiles pour la suite. 

2.1.1 Definition d'un graphe 

Du point de vue mathematique, un graphe de taille N est constitue de : 

- un ensemble V de sommets (vertices), de cardinality (nombre d'elements de l'ensemble) 
\V\ = N. On peut done prendre V = {1, . . . , N} sans perdre en generalite. 

- un ensemble E de liens (edges), e'est-a-dire de paires non orientees de sommets, {i, j} £ 
V 2 . 

Selon les cas on peut autoriser ou non les liens {i, i} d'un sommet a lui-meme, ainsi que 
les repetitions du memc lien dans l'ensemble E. Cette distinction entre « graphes simples » 
ct « multi-graphes » ne sera pas utilisee dans la suite, pas plus que la notion de graphe 
oricnte, pour lequel les liens portent une direction. 

15 
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t : • 

n : 1 



S\ S^» A 



V t : 1 1 3 12 4 

Fig. 2.1 - Lcs differents types d'arbres a n sommcts, pour n entrc 1 et 4. V t est le nombrc 
d'ctiquetagcs distincts. 



II est clair qu'une representation naturcllc d'un graphe ainsi defini consiste a dessiner les 
sommcts comme des points d'un plan, et les liens comme des courbes reliant ces sommets. 
En general on est oblige de faire se croiser certains liens, si Ton peut dessiner le graphe sans 
qu'aucun lien ne se croise il est dit planairc. 

Dcfinissons quclqucs notions gcncralcs sur les graphes, avant dc parlor d'ensembles alea- 
toires. La plupart de ces definitions sont intuitives, mais il sera utile pour la suite de les 
formaliscr un peu. 

- Deux sommets x et y sont dits adjacents dans un graphe si le lien {x, y} appartient a 
l'ensemble E. 

- Deux sommets sont dits conncctes s'il existe une suite de sommets successivement 
adjacents (i.e. un chemin) qui lcs relient. Un graphe est dit connexe si toute paire de 
ses sommets est connectee. Une composante connexe d'un graphe est un sous-graphc 
maximal (au sens dc l'inclusion) connexe. II sera loisible dans la suite de considerer un 
sommct isolc comme une composante connexe du graphe. 

- Une boucle est un chemin ferme de sites adjacents. Un arbre est un graphe connexe 
sans boucles. On peut en donner une caractcrisation plus simple : si un graphe connexe 
a n sommets et m liens, e'est un arbre pour m = n — 1. 

- Le theoreme de Cayley afiirme qu'il y a n n ~ 2 arbres distincts avec n sommets. « Dis- 
tincts » est a prendre ici au sens des graphes etiquetes, e'est a dire que chacun des n 
sommcts porte un indice de [1, . . . ,n], et deux etiquetages sont differents si et seule- 
ment si l'ensemble des liens correspondants est different. Par exemple pour un arbre a 
trois sommets, les trois etiquetages distincts sont 1 — 2 — 3, 1 — 3 — 2 et 2 — 1 — 3. 

- Deux graphes etiquetes G = (V, E) ct G' — (V , E') sont isomorphics s'il existe une 
bijection <f> entre V ct V' telle que {x,y} € E si ct sculcmcnt si {<f>(x), 4>(y)} € E' . 
Ccttc definition correspond a la notion intuitive dc forme d'un graphe. Par exemple, 
les trois arbres a trois sommcts cites precedemment sont isomorphes. Pour n — 4 on 
a par contre deux types differents d'arbres non isomorphes. La figure l2~ 1 . II illustre ces 
definitions avec les differents types d'arbres pour n entre 1 et 4. On a note Vt le nombre 
d'etiquetages distincts pour chacun des types. Pour n = 4, l'arbre avec un site central 
et trois voisins a quatre etiquetages distincts, selon le choix du site central. L'arbre 
lineaire a lui douze etiquetages distincts, et done conformement au theoreme de Cayley 
on a bicn 16 arbres etiquetes a quatre sommets. 

- Une clique a n sommcts est un graphe completement connecte, e'est-a-dire dont les 
(") liens sont presents. Le nombre chromatique d'un graphe est le nombrc minimal 
de couleurs necessaires pour colorier les sommets de fagon telle qu'aucun lien ne relie 
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deux sommets de la meme couleur. Le nombre de clique d'un graphe est la taille de 
la plus grande clique contenue comme sous-graphe. Ces deux exemples de proprietes 
ne seront pas utilisees dans la suite, mais illustrent le type de questions d'interet en 
mathematiques. 

2.1.2 Graphe aleatoire 

Muni de ces definitions formelles, on constate que le nombre de graphcs dc taille N est 
fini (il vaut 2 Ar ( JV_1 )/ 2 ) , on peut done definir sans difficulte une loi de probabilite Prob(G) 
sur rcnscmble des graphes G de taille N, et se poser des questions probabilistes sur cet 
ensemble. Si on a une propriete qu'on peut definir pour tout graphe G, par excmple « G 
contient une clique dc cinq sommets » , on peut se demander quelle est la probabilite que 
cette propriete soit verifiee quand on tire au hasard un graphe selon la loi Prob(G). 

La loi de probabilite la plus etudiee, qu'on nomme graphe aleatoire dc Erdos ct Rcnyi, 
consiste a considerer independamment les ( 2 ) liens possibles parmi les N sommets, et a pren- 
dre chacun de ces liens present (resp. absent) avec probabilite -£■ (resp. 1 — -£■). Autrement 
dit, si l'on note M(G) = \E(G)\ le nombre de liens dans un graphe donne G, on peut ecrire 
la loi de probabilite des graphes comme 

fC\ M (G) / c s. N(N ,- 1] -M(G) 

Prob(G)=(|) (l-_) - . (2.1) 

N(N — 1) , 

Comme il y a ( ,,? r > ) graphes avec M(G) liens, cette loi est bien normaliscc. 

Le choix d'une probabilite de presence de lien qui depend de la taille du systcme comme 
\/N n'est evidemment pas le fruit du hasard. Comme on va le voir, ce regime permet 
d'obtenir une limite thermodynamique (N —> oo) interessante. 

Dans la suite du chapitre on notera les moyennes sur les ensembles de graphe comme 

[.] = J> Prob(G) . (2.2) 

G 

Toutes les limites et les equivalents sont a comprendre dans le sens de la limite thermody- 
namique N — > oo sauf mention explicite du contraire. 

2.1.3 Ses proprietes 

On va etudicr ici quclqucs proprietes simples du graphe aleatoire defini par la loi (|2.1() . 
- Considerons tout d'abord M(G), le nombre de liens presents dans un graphe. C'cst 

ici une variable aleatoire binomialc, dont on calcule aisement la moyenne et l'ecart 

quadratique moyen, 

[M]= C -^p±~N C - , (2.3) 

y/\M*\ - [MY = yJ(N - 1)| (l - I) ~ N^^l . (2.4) 

M(G)/N se concentre done dans la limite thermodynamique autour de sa valeur 
moyenne c/2, a des fluctuations d'ordrc N~ 1 ' 2 pres. On reviendra sur ce point au 
cours de la discussion des autres modeles de graphes aleatoires. Notons que lc choix 
dc la dcpcndancc en \/N de la probabilite de presence d'un lien permet d'obtenir un 
nombre extensif (proportionnel au « volume » A^ du systeme) de liens en moyenne. 



18 Ch. 2 : Proprietes geometriqucs 



> k 



Fig. 2.2 - Dans lc calcul de la probabilite conditionnclle (|2.6|) . on suppose la presence d'un 
lien, en tirets ici, et Ton cherche la probabilitc d'avoir k voisins supplcmcntaires. 

- On peut aussi s'interesser aux proprietes locales d'un graphe aleatoire. Cherchons par 
exemple la probabilitc pk (par rapport a la distribution H2.1JI ) qu'un sommet donne ait 
exactemcnt k voisins. On parle de connectivite (ou de degre) du sommet egal a k. On 
a 

fN-i\ ( C\ k ( c sN-l-k e -o c h 

p « = { k )(n) ( 1 -n) -nbT' (2 - 5) 

la limite thermodynamique etant prise avec k fixe. En effet, on est libre de choisir les 
k sites voisins parmi les N — 1 autres sites, chacun de ces k liens doit etre present, et 
le site central ne doit pas etre relie a d'autres sites. On constate que la connectivite 
d'un site devient une loi de Poisson avec parametre c dans la limite thermodynamique. 
On appelle souvent le graphe aleatoire d'Erdos-Renyi un graphe poissonien a cause de 
cette proprictc. La loi de Poisson est typique d'un nombre d'evenements se realisant 
avec une probabilitc individucllc faible (0(1/N) ici), mais sur un grand nombre de 
tentatives (O(N)). 

- On peut aussi calculcr la probabilitc pk d'obscrver un site avec k + 1 voisins, condi- 
tionnee a ce qu'il en ait au moins un, ce que Ton peut sc rcpresenter plus facilcmcnt 
avec la figure [231 

(N-2\(C\ k ( c xJV-2-fc e -ck 

Pk ={ k ){n) ( 1 -n) - — ■ ^ 

Dans la limite thermodynamique pk est aussi une loi poissonnienne de parametre c. 
Un petit argument permet de pressentir a partir de ce resultat que la valeur c = 1 
va etre particuliere. Supposons en effet que Ton choisisse dans le graphe aleatoire un 
site racine au hasard, et que l'on explore le graphe en suivant les liens (ou branches) 
qui en emergent. Si Ton appelle generation le nombre de pas que l'on a fait au cours 
dc Pcxploration depuis la racine, on a t descendants de premiere generation avec 
probabilite pk- Chacun de ccs descendants va avoir / descendants, qui seront done 
dc dcuxiemc generation, avec probabilitc pi, car les sites de premiere generation ont 
ete, par definition, atteints par un lien present entre eux et la racine. En continuant 
l'exploration on construit ainsi un arbre oil le nombre de descendants est a chaque 
generation determinee par la loi conditionnclle p. Si c < 1, cc processus de branchement 
meurt rapidement, alors que pour c > 1 il continue eternellement. On va voir plus 
bas que cette difference de comportement s'interprete ici comme une transition de 
percolation. 

- En elargissant le champ des questions posees, on peut maintenant se demander quelle 
va etre la probabilite que la composantc connexe d'un site donne soit un certain type 
de graphe t, avec nt sites et m t liens. Un peu de denombrcment conduit a 
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fN — 1\ /c\ Tn */ c \"t( Ar -"')+ :l 2 — — m t 

p ' = U-iMs) (»-w) ( "» 

1 K (2-8) 



N rn t -n t + l ^ _ ]_)] 

Expliquons ces differents facteurs. On doit d'abord choisir les n t — 1 autres sites de 
la composante connexe, parmi les N — 1 sites du graphc, puis une des Vt differentes 
fagons d'etiqueter la composante connexe. Les m t liens doivent etre presents, avec done 
la probabilite (c/N) mt . II faut finalement exclure les autres liens pouvant reliant les 
n t sommets entre eux, ainsi que ceux relieraient les n* sommets au reste du graphe. 
Notons que l'equivalent a ete pris en supposant que n t et m t restaient finis dans la 
limite thermodynamique, cette expression n'est done valable que pour des composantes 
connexes dc taillc finic. 

On constate que si mt > nt — 1, cette expression tend vers dans la limite thermo- 
dynamique. Or pour un graphc connexe, m > n — 1, avec egalite si et seulement si 
le graphe est un arbre. Plus precisement, la probabilite qu'un site appartienne a une 
composante connexe de taille finie et qui contient des boucles est d'ordre N~ l , ou I 
est le nombre de boucles independantes. On peut de la meme fagon montrer que la 
probabilite qu'un site appartienne a une boucle de taille finie (sans imposer que sa 
composante connexe soit de taille finie) est d'ordre TV -1 . Remarquons que cela ne sig- 
nifie pas qu'il n'y a aucune boucle de taille finie dans la limite thermodynamique : la 
probabilite etant d'ordre 1/N, mais le nombre de sites etant N, il y en a en moyenne 
un nombre fini. 

Dans le cas particulier ou Ton chcrchc la probabilite d'appartcnance a un arbre qucl- 
conque a n sommets, on peut simplifier la formulc (|2.8|l en utilisant le theoreme de 
Cayley 



E v t 



(2.9) 



£|n t — n 

pour obtcnir 



p -cnr cr) \n-l 
Pn = l " • (2.10) 

n\ 

Comme on a vu que les seules composantes connexes de taille finie qui ont une prob- 
abilite (par site) finie dans la limite thermodynamique sont des arbres, la somme 
Tlm=o Pn compte la fraction de sites qui sont dans des composantes de taille finie. On 
peut montrer que cette somme converge vers 1 pour c < 1, dans ce cas presque tous 
les sites sont dans des composantes de taille finie. Par contre, quand c > 1, la somme 
vaut 1 — Poo(c), ou Poo(c) est la solution non nulle de l'equation 1 — P x = e~ cPaa , 
representee sur la figure 12.31 Poo est done la fraction des sites qui ne sont pas dans 
des composantes de taille finie, autrement dit e'est la fraction de sites dans l'« amas 
infini » de percolation qui envahit un nombre extensif de sites a partir dc c = 1. On 
peut en fait justifier l'equation sur P^ de la maniere suivantc : un site appartient a 
l'amas infini des qu'un de ses voisins y appartient. Rcciproquement, pour qu'un site 
n'y appartienne pas, il faut qu'aucun de ses voisins n'y appartienne : 

OO OO _ c fc 

1 - Poo = 5>*(1 - Poo? = E ^p(! - Poof = e~ cP ~ ■ (2.11) 

fc=0 fe=0 
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Fig. 2.3 - La fraction de sites dans l'amas gcant en fonction de la connectivite moyenne 
pour le graphe d'Erdos-Rcnyi, solution de Pequation (|2.11|) . 

Un tel raisonnement, ou l'on neglige les correlations entre les probabilites d'apparte- 

nance a 1'amas infini des voisins d'un site donne, serait faux en dimension finie. II est 

correct ici grace au caractere champ moyen du modcle, qui ne repose pas sur un rescau 

geometrique regulier. 

Pour resumer cette etude sommairc, on a vu que la connectivite d'un site est une loi de 

Poisson avec paramctre c, que si on rcgarde un graphe aleatoire sur une echelle finie dans 

la limite thermodynamique on voit toujours une structure en arbre avec grande probabilitc, 

et qu'il y a une transition de percolation a c = 1. Pour des connectivites plus faibles, une 

fraction des sites qui tend vers 1 dans la limite thermodynamique sont contenues dans des 

composantes connexes de taille finie, par contre quand c > 1 une composante connexe de 

taille extensive apparait. 

Les etudes mathematiques de ce probleme ont conduit a dc nombrcux autres resultats 
tres precis. Citons par exemple qu'a la transition (c = 1), la taille de la plus grande com- 
posante connexe diverge dans la limite thermodynamique comme N 2 ' 3 et que pour c < 1 la 
plus grande composante est dc taille C(ln N). Dc plus les graphes aleatoires ne sont en arbre 
que sur des echelles finies, on trouve en fait un grand nombre de bouclcs de longueur IniV. 
Cette taille peut se comprendre a partir dc l'argument sur la descendance d'un processus de 
branchement poissonien expose precedemment. Pour c > 1 lc nombre de sites a la genera- 
tion g croit typiqucment comme cP . Quand g est d'ordre IniV ce nombre de sites devient 
d'ordre N, on est done oblige alors de retrouver des sites deja presents dans le processus de 
branchement, ce qui implique la presence de boucles. 

On a considere ici seulement les proprietes typiques des graphes aleatoires. Recemment 
des methodes de physique statistique ont ete utilisees j^ZI EH pour etudier des proprietes 
atypiques, dans un regime de grande deviation, de ces objets. 



2.2 Hypergraphes 

Une generalisation naturelle du point de vue de la physique consiste a remplacer les liens 
par des « hyperliens » qui joignent un nombre K > 2 arbitraire de sommets, les graphes 
habituels corrcspondants k K = 2. Un hypcrgraphe est alors la donnec d'un ensemble de 
sommets et d'un ensemble d'hyperliens. C'est ce type de generalisation qui conduit du modele 
de Sherrington-Kirkpatrick aux modeles dits p-spin. Pour une valeur de K donnee, il y a 
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(^) hyperliens possibles. On peut par exemple dcfinir une loi de probabilite sur les K- 
hypergraphes en prenant chacun des hyperliens independamment present avec probabilite 
N £-i , absent avec probabilite 1 — n k~-l ■ Notant toujours G un hypergraphe, et M(G) lc 
nombrc d'hyperliens presents, la loi de probabilite est 

/ c \M(G) , c \ ( N K )-M{G) 

P-b(G) = (^| =T ) (i-^r) UJ ■ (2.12) 

A nouveau la dependance en N a ete choisie de maniere a avoir un nombre moyen de liens 
presents qui soit extensif, [M] ~ (c/K\)N dans la limitc thermodynamique. On notera dans 
la suite de ce paragraphe a = c/K\ pour simplificr certaines ecritures. Dans le meme but on 
omettra le prefixe « hyper » quand il n'y a pas de confusion possible. 

Des raisonnements combinatoires similaires a ceux presentes dans le cas du graphe alea- 
toire conduisent a : 

- La probabilite d'avoir k liens autour d'un site donnc est, dans la limite thermody- 
namique, une loi de Poisson de parametre aK. On appellera aussi cet ensemble « hy- 
pergraphe poissonien » . 

- La probabilite d'avoir fc+ 1 liens autour d'un site atteint par un hyperlien deja present 
est aussi une loi de Poisson de parametre aK. Generalisant l'argument qualitatif 
presente pour K = 2, on rencontre aK(K — 1) sites a chaque nouvellc generation 
exploree, on peut done penser que le seuil de la transition de percolation sera ici 
a p = l/(K(K-l)). 

- En effet, pour qu'un site n'appartienne pas a l'amas infini il faut qu'aucun des sites 
voisins n'y appartiennc. Un site de degre k ayant k(K — 1) voisins, on obtient en notant 
Poo la probabilite d'appartenance a l'amas infini : 



i-Poo ^ E £ — r^a-JU**- 1 ' 



fe=0 

= exp[-aA:-|-aX(l-P 00 ) K " 1 ] , (2.13) 

equation qui a une solution non triviale pour a > a p = 1/(K(K — 1)). 

- On generalise sans difficultes la notion de composante connexe ct de boucle a un 
hypergraphe. Un graphe connexe avec n* sommets ct m t liens est en arbre si m t (K — 
1) = nt — 1. On trouve comme pour K = 2 que les composantes connexes finies avec 
des boucles ont une probabilite negligeable dans la limite thermodynamique. On a 
alors la generalisation de l|2.8|l pour la probabilite qu'un site donnee appartienne a une 
composante connexe en arbre t , 

P t = (aK\) mt e- ntaK f Vt . (2.14) 

{n t - 1)! 

Vt est a nouveau le nombre d'etiquetage distincts de l'arbre t. On en donnera des 
exemples dans la partie l2~4l 

2.3 Autres types d'ensemble 

L'ensemble des graphes (resp. hypergraphes) peut etre muni d'une structure probabilistc 
avec des loi differentes de (|2.1H (resp. (|2.12|l 'l. On mentionne ici quelques possibilites. 

- Une variante relativement inoffensive consiste a fixer lc nombrc M de liens presents 
dans le systeme, a une valeur notcc traditionncllcmcnt aN. Les graphes alcatoires sont 
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alors generes en choisissant M fois un if-uplet de sommets de maniere independante 
ct non biaisee. On s'attend a ce que dans la limite thermodynamique, les proprietes 
typiques de cet ensemble aleatoire soient les memes que celles decrites dans la partie 
12.21 du moment que a et c sont tels que le nombre moyen de liens dans le premier 
ensemble soit egal a celui (fixe strictement) dans le deuxieme. C'est une variation du 
type ensemble canonique vs microcanonique en mecaniquc statistique. II faut tout de 
memo garder a l'esprit que certaines proprietes ne vont pas etre equivalentes dans les 
deux ensembles, les fluctuations et les corrections de taillc finie notamment. L'exemple 
trivial du nombre de liens, strictement fixe dans un cas, avec des fluctuations relatives 
d'ordre TV" 1 / 2 dans l'autre, suffit a illustrer le probleme. Certains calculs ou simulations 
numeriques pouvant s'averer plus simple dans un ensemble que dans l'autre, on pourra 
etre amene a utiliser les deux. 

Comme on l'a vu, la connectivite locale des graphes definis ci-dessus ont des lois de 
probabilite de Poisson, qui decroissent done vite pour les grandes connect ivites. Un 
certain nombre d'etudes experimentales dans des domaines aussi divers que la struc- 
ture de la toile Internet, les collaborations scientifiques ou d'acteurs de cinema, j'en 
passe et des meilleures, etablissent des reseaux, ou graphes, a partir de ces donnees 
(voir [S5H70] pour des revues). Les sommets correspondent par exemple aux differents 
acteurs, un lien entre deux acteurs etant present s'ils ont participc a un tournage en 
commun. II se trouve que dans un grand nombre de ces situations, la loi de probabilite 
des connectivites des sommets est tres eloigne d'une poisonniennc. En particulicr, le 
comportement pour les tres grandes connectivites est du type loi de puissance, d'ou 
le nom de « scale-free » associe a ces reseaux. A la suite de ces etudes statistiques, un 
certain nombre de modeles ont ete introduits qui permettaient de reproduire ce type 
de comportement. D'une part, certains modeles sont dits dynamiques, les sommets 
sont introduits un par un avec des lois d'attachement preferentiel a certains sites, qui 
privilegicnt les sites ayant deja une grande connectivite. On trouvera une construction 
rigoureuse d'un tel modele dans |71j . D'autre part, des modeles statiques consistent a 
considerer l'ensemble des graphes presentant une distribution de connectivite donnee 
comme equiprobables [72]. On peut alors par exemple etudier la transition de perco- 
lation de ces graphes. Signalons aussi que le modele d'Ising ferromagnetiquc defini sur 
ces graphes avec des distributions de connectivite arbitraire a ete etudie dans [73] [7^1 ■ 
Comme cas tres particulier de graphes dont on fixe la distribution empirique de con- 
nectivites, on va rencontrer dans la suite les modeles dilues a connectivite fixe. C'est 
done un ensemble aleatoire ou Ton garde les graphes (resp. hypergraphes) tels que 
chaque sommet appartient a un nombre fixe de liens (resp. hyper liens). Localement, 
c'est a dire sur une echelle petite devant In TV, ces graphes sont des arbres reguliers, 
mais sur des echelles plus grandes on s'apcrgoit qu'ils contiennent des bouclcs, qui 
traduisent le caractere aleatoire de leur definition. On peut se poser la question de 
Pinteret d'une telle construction, alors qu'il semblcrait plus simple de considerer des 
arbres parfaitement reguliers, sans boucle. Le probleme de ce deuxieme point de vue 
est que le nombre de sites a la « surface » d'un arbre regulier est du meme ordre que le 
volume interieur dans la limite thermodynamique, ce qui conduit a des effets de bords 
tres importants. Si Ton peut traiter ces effets de bords de maniere relativement simple 
pour un modele ferromagnetique (en n'etudiant que la magnetisation du site central 
par exemple), la situation est assez inextricable pour un modele de verre de spin : 
la frustration sur un arbre ne peut venir que des conditions aux bords a la surface, 
qu'il faut done traiter avec beaucoup de soin. La definition du graphe a connectivite 
fixe permet de s'affranchir de ce probleme, le graphe n'a plus de surface puisque tous 
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Fig. 2.4 - Un exemple de decomposition pour une fonction additive. 



les sites sont statistiquement equivalents. La frustration vient dans ce cas des boucles 
aleatoires. On trouvera une discussion plus detaillee de ce sujet dans |34) . 



2.4 Developpements en clusters pour les graphes pois- 
sonniens 

Une methode tres elementaire, qui a fait l'objet de la publication PI, s'est revelee utile 
pour l'etude de differents problemes presentes dans cette these. On va l'exposer ici sous une 
forme generique. Signalons que l'idee de cette methode est presente, bien que peu explicitee, 
dans un travail anterieur de Hartmann et Weigt sur le vertex cover |75j . Dans une perspective 
plus large on pourrait la rattacher aux developpements de basse densite dans les systemes 
de particules, la connectivite remplaqant ici la densite. 

2.4.1 Formulation generale 

Notons G un element de l'ensemble aleatoire d'hypergraphes, muni de la loi de probabilitc 
(|2.12() . Chaque hypergraphe G peut se decomposer comme l'union disjointe de ses r(G) 
composantes conncxes (appeles ici « clusters »), G = Ui=i Q- Considerons une fonction 
F(G) qui a un graphe associe un nombrc reel, avee les proprietes suivantes : 

- additivite vis-a-vis de la decomposition en clusters, F(G) = J2l=i F{Gi)- 

- independance par rapport a l'etiquetage du graphe, autrement dit F renvoie la meme 
valeur pour deux graphes isomorphes. 

L'exemple presente sur la figure l2~H f pour K = 2) devrait clarifier ces definitions. 
Ces deux proprietes pcrmcttcnt d'ecrire 

F(G) = J^M t (G)F t , (2.15) 

t 

ou la somme porte sur les differents types t de composantes conncxes, F t est la valeur que 
prend la fonction sur un graphe isomorphic a t, ct J\f t (G) est lc nombrc de clusters de type t 
dans le graphe G. 

On s'interesse a la valeur moyenne d'unc telle fonction sur l'ensemble aleatoire. On definit 
done la densite associee / : 

f(a) = ±[F(G)]=J2^Ft, (2.16) 

t 
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Type 


m t 


n t 


vi 


a 





1 


1 


b 


1 


K 


1 


c 


2 


IK - 1 


K 2 
2 


d 


3 


3K - 2 


K 3 (K-1) 
2 


e 


3 


3K - 2 


K 3 

6 



Tab. 2.1 - Facteurs de symetrie du developpement en clusters, se reporter a la figure l?"51 
pour la nomenclature des types. 



avec Aft = [Aft(G)] le nombre moyen de clusters de type t. On peut facilement se convaincrc 
que Aft/N = Pt/n t , ou n t est le nombre de sommcts d'un cluster de type t, et P t la proba- 
bilite qu'un site donne soit dans un cluster de type t. Le calcul exact de cette somme est a 
priori impossible pour une fonction F compliquce. On peut cependant se simplifier consid- 
crablcmcnt la tachc si Ton se contente d'un developpement de la fonction / en puissances de 
a, autour de a — 0. En effet, dans un voisinage de a — 0, la somme l|2.16ll est dominee dans 
la limite thcrmodynamique par les contributions des arbres de taillc finic : on a vu qu'en 
dessous du seuil de percolation la fraction des sites dans de tels clusters tendait vers 1 dans 
la limite thcrmodynamique. On peut alors utiliser (|2.14(l pour ecrire 



/(a)=]Ta m <e 



m to — ritatKylp 



v 



{Kl) m *V t 



mi 



(2.17) 



et la somme est prise seulement sur les arbres 1 . Rappclons que m t est le nombre de clauses 
dans le cluster de type t, avec mt(K — 1) = n t — 1 car t est un arbre. Le facteur de symetrie 
V( s'avere plus utile que le nombre d'etiquetages V t dont il decoule. 

On s'apergoit finalement que les clusters comportant un nombre m de liens ne contribuent 
qu'aux ordres supericurs ou egaux a m dans le developpement en puissances de a. Pour 
developpcr a un ordre donne en a il suffit done de calculer les facteurs de symetries V t ' 
pour les premiers arbres, ce qui est un simple exercice d'enumcration, et les valeurs de F t 
correspondantes. Selon la fonction etudiee cette deuxieme tache peut se reveler plus ou 
moins fastidicuse, comme on le verra dans la partie 14.41 ou Ton appliquera cette methodc 
au calcul du temps mis par un algorithmc de recherche locale pour rcsoudre un problcme 
d'optimisation combinatoirc. 

Donnons le developpement a l'ordre a 3 pour une fonction F quelconquc : 



f{a)=F a + a{F b -KF a ) + —K 2 (F c -2F b + F a ) 



(2.18) 



+ -rK 3 (F e + 3{K - l)F d - 3(2K - 1)F C + 3KF b - F a ) + 0(a 4 ) . 
o 

Les clusters t = a,b, c, d, e sont represented sur la figure |2~B1 et on trouvera dans la table 12. ll 
les facteurs de symetrie qui ont ete utilises pour obtenir (|2.18|l . 



J Je discuterai la difference de notation entre f et f dans la partie 1^4. 31 
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Fig. 2.5 - Les clusters en arbre ayant entre et 3 hyperliens utilises dans l'equation (|2.18() . 
Les hyperliens sont ici representes pour K = 3 avec des etoiles en pointillc. 



2.4.2 L'energie libre du modele de Viana-Bray a faible connectivite 

Cette methode a ete appliquee dans la publication PI au calcul de l'entropie du fondamen- 
tal d'un probleme de satisfiabilite, et a celui de l'energie libre du modele de Viana-Bray JHi 
dans la phase de basse connectivite. Revcnons ici sur la dcuxiemc de ces applications. 

On considere done un graphe aleatoire d'Erdos et Renyi de connectivite moyenne c, et 
pour chacun des liens presents entre les sites i et j on tire aleatoirement une interaction J^ 
avec la meme loi de probabilite ir. On notcra • les moyennes sur la loi n. On place sur les 
sommets du graphe des spins d'Ising cri et on definit l'hamiltonicn 



H 



i<3 



0,0,1 



(2.19) 



avec Jij — si le lien entre les sommets i et j est absent. Viana et Bray ont introduit ce 
modele afin d'expliquer les proprietes du compose Eu^Sri-^S qui, selon la concentration 
x, peut presenter differents types de transition. La connectivite c dans cette modelisation 
permet de reproduire ce phenomene de dilution. La temperature de transition va notamment 
dependre de c. Dans l'article originel |19) . le probleme etait traite au niveau symetrique des 
rcpliqucs, prcs de la ligne de transition. Kanter et Sompolinsky |29j ont etudie la limite de 
temperature nulle, toujours avec l'hypothesc RS. 

On peut appliquer la methode presentee dans cette partic au calcul dc l'energie libre 
pour de petites concentrations. En effet, la fonction de partition du systeme peut s'ecrirc 
comme un produit de fonctions dc partition pour chacune des composantes du graphe. De 
plus, si l'on fait la moyenne • sur les intensites des interactions pour un graphe donne, on 
obtient une energie libre qui verifie les proprietes sufnsantcs pour ctablir le dcvcloppcmcnt 
en clusters. On a une simplification supplemcntairc ici : il est facile de montrer par recurrence 
que la fonction de partition d'un systeme d'Ising sur un arbre se factorise comme un produit 
de termes de liens et de termes de sites. Une fois que la moyenne sur la loi tt est prise, tous 
les arbres de meme taille contribuent de la meme fagon, quelque soit leur forme. Ceci permet 
de resommer le devcloppcment en clusters dans toute la phase non percolante c < 1, 



-Pf{P) = In 2 + - lncosh(/3J) 



(2.20) 
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ou / = — [in Z] /(N/3) est la densite d'energie libre moyennee sur la distribution des graphes 
et sur Pintensite des couplages. Ce resultat est bien sur trivial pour une phase paramagne- 
tique, il ne peut pas y avoir de transition a temperature finie car presque tous les sites sont 
dans des composantes connexes de taille finie. Cepcndant la mcthode pourrait surement 
etrc rendue rigoureuse et fournir des bornes de concentration sur l'energie libre dans ce 
cas-la. En effct la mcthode ditc du dcuxicmc moment en mathematiques permet de montrcr 
que le nombre de clusters d'un type donne devient tres pique autour de sa valeur moyenne 
dans la limite thermodynamique. II faut pour cela calculer Pecart quadratique moyen de TV* 
et montrer qu'il est negligeable devant sa valeur moyenne. Une autre approche bien plus 
generale et puissante repose sur Pidee de l'interpolation de Guerra ^2L appliquee au modele 
de Viana-Bray par Guerra et Toninelli |76| . 

On peut facilement etendre le developpement en clusters pour calculer les corrections de 
taille finie a une grandeur extensive, toujours dans la limite de faible connectivite. II faut 
pour cela considerer d'une part les corrections d'ordre 1/TV a la probabilite d'apparition d'un 
cluster en arbre, et d'autre part tenir compte aussi des contributions des clusters contenant 
des bouclcs. Ce calcul etait prescntc dans la publication PI pour l'energie libre du modele 
de Viana-Bray. malhcurcuscment le resultat etait entachc d'une erreur |77j . j'en donne done 
ici une version moins fausse : 



-/3f(/3) = In 2 + - In cosh(/3 J) (2.21) 

1 



+ — — In cosh j3J + — ln(l + tanh/3Ji tanh/3J 2 tanh/3J 3 ) + C(c 4 ) ) + O [ —^ 
TV \ 2 6 / \N Z 

2.4.3 Domaine de validite de la methode 

Je voudrais rcvenir maintenant sur le probleme de la validite de ccttc mcthode de 
developpement en clusters. Mon point de vue sur la question a sensiblemcnt evolue depuis 
la redaction de la publication PI dans laquclle on argumentait en favour d'une singularitc 
de ces developpements au seuil a p de percolation du graphc. II convient d'etre un peu plus 
precis dans cette discussion. 

Considerons d'abord l'cxprcssion l|2.16(l qui definit la fonction f(a). Cctte serie doit 
prendre en compte toutes les composantes connexes, il faudrait done la calculer pour une 
taille TV finie, puis prendre la limite thermodynamique apres que la somme sur les clusters ait 
ete effectuee. La fonction f(a) de l'equation (|2.17() est au contraire obtenue en intervertissant 
ces deux operations : on a simplific l'expression de la probabilite d'un cluster de taille finie 
dans la limite thermodynamique avant de faire la somme sur les differents types d'arbre. On 
doit done avoir f(a) = f(a) pour a < a p puisque dans ce regime presque tous les sites sont 
dans des composantes de taille finie ; par contre ces deux fonctions seront differentes pour 
des connectivites plus grandes, / negligeant la contribution de Pamas infini. 

On peut dormer un cxemplc tres clcmentairc de cette distinction : pour F t — n t , la 
fonction F compte le nombre total de sites dans un graphe, qui est bien sur TV. On a done 
/ = 1 quelquc soit la valeur de a, alors que / ne compte que la fraction de sites dans des 
composantes de taille finie. Cette derniere fonction est done egale a 1 en dessous du seuil de 
percolation et vaut 1 — Poo (a) au dela de a p , Poo{a) designant la fraction de sites dans le 
cluster infini. 

Revenons maintenant au cas d'une fonction F generique. Si l'on savait calculer / en 
sommant la serie Ij2.17|l . cette fonction aurait une singularitc a a p et sa valeur ne nous 
saurait d'aucune utilite pour predirc la valeur de f(a) dans le regime de percolation dc 
Pamas infini. La plupart du temps (sauf dans des cas simples comme le modele de Viana- 
Bray dans la phase de basse connectivite) cette resommation est impossible. On sc contcntc 
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done de couper la serie apres quelques termes et de developper les exponentielles de a pour 
reordonner le developpement en puissances de a. C'est cette operation qui a conduit au 
resultat final (|2.18|) . Autrement dit, on a calcule le debut du developpement dc Taylor dc 
f(a) au voisinage de a = 0. Comme f et f coincident sur un intervalle fini [0, a p [, c'est aussi 
le developpement de Taylor de la fonction /, objet de notre etude. Si cette fonction, a priori 
inconnue, est bien definie et reguliere sur [0, a r ] , avec a r > a p (meme si Ton n'a pas de 
justification pour la regularite de / a a p ), le developpement en cluster peut tres bien etre 
convergent jusqu'a a r . 

Un exemple tres clair de cc phenomene est l'entropic dc temperature nulle du modele 
p-spin dilue (alias XORSAT), qui a ete calculee rigoureusement 001^3- Pour a < 0.8f8 
(avec K = 3), l'entropie est une fonction lineaire de a, alors que a p (K = 3) = f /6. Le calcul 
des premiers ordrcs du developpement en clusters est en accord avec ce resultat rigoureux, 
dont le domaine de validite est bien plus etendu que la phase non percolee. 

On verra aussi dans la partie 14.41 un autre exemple d'application de la methode au 
calcul du temps de resolution d'un algorithme de recherche locale pour le probleme de la 
satisfiabilite. Dans ce cas il n'y a pas de resultats exacts, mais on peut faire des simulations 
numeriques avec des systemes de tres grande taille (dans le regime interessant pour cette 
question, la complexite croit seulement lincaircment avec la taille du systeme, au contraire 
du probleme exponcntiel de l'entropie considere dans la publication PI). Ccs simulations 
sont tres convaincantes en faveur de l'absence de singularite a a p , la fonction /(a) etant 
reguliere jusqu'a une valeur de a de l'ordre de 2.7 (pour K = 3) ou elle diverge. 

A titre de remarque, soulignons finalement la similitude entre le developpement (|2.f8l) et 
un principe d'« inclusion-exclusion » : le coefficient du terme a m est donne, a des facteurs 
de symetrie pres, par la contribution des graphes de m clauses, auquel on soustrait celle 
des sous-composantes de taille inferieure pour eviter un double comptage. Ceci provient 
du developpement des termes e ~ ntaK de I|2.f7|l qui imposait aux arbres de n t sites d'etre 
deconncctes du reste du graphe. Dans le developpement final cette condition n'est plus 
imposee, ce qui permet d'etendre la validite du resultat au dela de a p . 



Chapitre 3 

Dynamiques de spins continus 



Ce chapitre s'articule autour dc l'etudc du modele dc Viana-Bray dans sa version spheriquc. 
On commence par rappclcr quelqucs gencralites sur les modeles spheriques, dont les pro- 
prietes sont facilement deduites du spectre de leur matrice d'interaction. Avec cette moti- 
vation en tete on fera ensuite un detour du cote des matrices aleatoires. Les consequences 
de cette investigation sur la dynamiquc scront alors presentees, en insistant sur les nouvelles 
proprietes du modele dilue par rapport au cas completement connecte. Le cas particulier 
etudie ici souffrant de certaines pathologies, on introduit finalement un formalisme plus 
general qui constitue un premier pas vers le traitement systematique de la dynamique des 
modeles dilucs a variables continues. 

Ces travaux ont fait l'objet des publications P2 pour la partie concernant les matrices 
aleatoires, P3 pour le modele spheriquc, et d'une partie de P5 pour la generalisation. 

3.1 Generalites sur le modele spherique 

3.1.1 Statique 

Considerons un systeme de N spins d'Ising <jj = ±1, intcragissant par paires avec l'hamil- 
tonien 

H = --^ / J ij a i a j . (3.1) 



ho 



La matrice Jy definit les couplages entre les spins. Pour un ferromagnetiquc en dimension 
finie par exemple, l'indice i represente les coordonnees du site sur un reseau a d dimensions, 
Jij etant positif si i et j sont des sites voisins du reseau, nul sinon. Pour un verre de spins 
le signe des interactions est aleatoire. 

Hormis quclques cas particuliers (problcmes unidimcnsionncls, ferromagnetiquc bidimen- 
sionncl, graphes completement connectes), on ne sait pas calculer exactement la fonction de 
partition d'un tel modele. Une simplification possible consiste a modifier la nature des vari- 
ables <Tj. Berlin et Kac |7S] ont introduit en 1952 le modele spherique, dans lequel les cr* 
deviennent des variables continues, soumises a la contrainte globalc J^. a\ = N. L'cspace 
des configurations qui etait constitue des sommets de l'hypercube a N dimensions pour lc 
modele d'Ising est ainsi ctendu a l'hypcrspherc passant par ces sommets. Cette modification 
est a priori arbitraire et introduit une interaction entre tous les spins par rintermediaire de 
la contrainte. Stanley [TSj a cependant montre que pour des interactions ferromagnctiqucs 

29 
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en dimension finie, le modele spherique est la limite du modele dit 0(m), ou chaque spin 
appartient a une sphere m-dimensionnelle, quand m — > oo. Le modele d'Ising correspond a 
m = 1 dans cette classification, le modele XY a m = 2 ct eclui d'Hcisenbcrg a m . — 3. Le fait 
qu'on puisse obtenir le modele de Berlin et Kac comme la limite d'une famille de modeles 
plus realistes constituait un argument en sa faveur. On trouvera une discussion plus detaillcc 
de cette equivalence dans |5D) . 

Les proprietes statiques du modele spherique sont facilcs a calculer car clles font intervenir 
des integrates gaussiennes a la place des sommes sur les spins d'Ising. La fonction de partition 
s'ecrit 



Z(f3) 



I den sIn -^2 of) exp 



yP^JijViVj 



dz 

-—dai exp 

Ztt 



Nz- - ^2(2z5ij - pJijfaaj 



(3.2) 



(3.3) 



L'integrale sur z se fait dans le plan complexe, parallelement a l'axe imaginaire et dans le 
domaine tel que les valeurs propres de (2z5ij — PJij) aient toutes une partie reelle positive. 
Dans ce cas l'integrale gaussienne a N dimensions converge, et Ton a 



Z(P) 



dz 

2^ 



/ \ — 
(2tt) 2 exp 



Nz 



lE^ 



/3A fe ) 



(3.4) 



oil les Afe sont les valeurs propres de la matrice Jij . Dans la limite thermodynamique on peut 
finalement calculer cette integrale par la methode du col. 

On voit ici la simplification par rapport au modele d'Ising : quelque soit le type d'in- 
teraction, la seule information sur la matrice J^ dont on a besoin est la distribution de ses 
valeurs propres. Pour un systeme de spins d'Ising cela n'est pas sufnsant, il faut aussi des 
quantites impliquant les vecteurs propres de la matrice qui sont plus difncilcs a obtenir. 



3.1.2 Dynamique 

On modelise generalement revolution dynamique d'un systeme de spins continus en con- 
tact avec un thermostat de temperature T par l'cquation de Langcvin, 



d , > dH „ , . , , 
dt^ = -8^ +m V,, 

ou £i est un bruit blanc gaussien avec 

(&(*)> =0 et ($ i (t)£ j (t'))=2T6 ij 6(t-t') 



(3.5) 



(3.6) 



Dans cette partie les moyennes sur les histoires du bruit thermique sont notees (•). Ici ct 
dans tout le manuscrit la constante de Boltzmann ks est prise egale a 1. La modelisation 
de l'influence du thermostat par des equations de Langevin trouve sa justification dans le 
fait qu'elles conduisent aux temps longs, pour un systeme de taille finie, a l'equilibre de 
Gibbs-Boltzmann. 

En toute rigueur l'equation (|3.5|) n'est pas bicn definie sous cette forme : les bruits blancs 
tj,i(t) sont si irreguliers que (Ji{t) n'est derivable nullc part, cc qui rend la signification du 
membre de gauche douteuse. En fait il faut sc dormer une convention dc lecture de ccs 
equations (les plus connues etant celles d'lto ct dc Stratanovitch), en discretisant l'axe des 
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temps. Dans la suite on eludera ce probleme, objet d'etudes mathematiques sous le nom 
d'« equations differentielles stochastiques ». 

Dans le cas du modele sphcriquc considcre ici l'equation de Langevin devient 



dt 



Vi{t) = J2 J i^j(t) - *(*V*(*) + 6(*) 



(3.7) 



ou z(i) est un multiplicatcur de Lagrange dynamique destine a imposer la contraintc sphcriquc 

La matricc J^ etant symctrique reelle, on peut la diagonaliscr par un changcment de 
base orthogonal. Notons & k la coordonnec de o = {eri, . . . , ct/v} dans la direction du vecteur 
propre de J associe a la valeur proprc X k . Le jeu d'equations dc Langevin devient dans cette 
base : 



-a k (t) = X k a k (t) - z(t)a k (t) + &(t) 
at 



(3.8) 



Conune le changement de base est orthogonal, £ k (t) est encore un bruit blanc gaussien avec 
les memes cumulants que &(£), cf. (|3.6|l . Chaque mode a k verifie done independamment 
l'equation correspondant au mouvement d'une particule dans le potentiel harmoniquc (— X k + 
z(t))a 2 . Les modes sont couplccs implicitement par le multiplicatcur dc Lagrange z(t). 
Ces equations s'integrent sans difficultes en 



CTfc( 



(t)=a k (0)e Xkt -^ dt '^">+ / dt" e^-^-ti'' 11 '^^") , 



(3.9) 



l'instant initial ayant ete fixe a t = 0. Introduisant la notation T(t) = cxp[2 L dt'z(t')], on 
peut mettre ce rcsultat sous la forme 



CTfc(t) 



1 



VW) 



a k (0)e x ^+ / dt'e x * <*-''> y/T(¥)ik(t) 
Jo 



(3.10) 



II ne reste plus qu'a determiner le multiplicateur de Lagrange z(t), ou de maniere equiva- 
lente sa version integree L(i) pour avoir une solution explicite de la dynamique du systeme. 
Exprimons done la fonction de correlation 



C ^^) ^E^lM* 2 )) = ^E^( fi )^( fe )) 



(3.11) 



ou l'on a utilise Porthogonalite de la matrice de passage pour etablir la deuxieme egalitc. 
En supposant que la condition initiale est aleatoire avec a k (0) = il 1 , et en notant f(t) = 
(1/N) J2 k exp[2Afei], on obticnt 



C(h,t 2 



1 
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t i±^ a ) r(t>) 



(3.12) 



La condition de sphericite s'ecrit alors C(t,t) = 1, soit 



r(t) = f(t) + 2T / dt' f(t - t')r(t') 

Jo 



(3.13) 



1 On modclisc done une trempe instantane d'une tres haute temperature vers la temperature T du bain 
exterieur. 
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ce qui est une equation integrate de Volterra. 

A partir de la solution explicite des equations du mouvement, on peut exprimer toutes 
les quantites interessantes en fonction de V et /. Par exemple la fonction de reponse a un 
champ exterieur et Penergie s'ecrivent 



***■> = m'i^r 1 ) ■ (3 - i4) 

Notons que la condition de sphericite n'est imposee ici qu'en moyenne par rapport aux 
histoires du bruit thcrmique et non pour chacune de ses realisations. C'est la version ditc 
« mean spherical » du modele. 

On peut conclure de ces generalites que tant la statique que la dynamique de ces modclcs 
spheriques sont determinees par la distribution de valeurs propres de la matrice d'interac- 
tion. Dans lc cas complctcmcnt connccte, c'cst-a-dirc la version sphcrique du modele de 
Shcrrington-Kirkpatrick, la matrice d'intcraction apparticnt a l'cnscmblc gaussicn orthog- 
onal, pour lequel les valeurs propres sont distribues selon la loi du demi-cercle de Wigner. 
II est naturel de s'interesser aussi a la version spherique du modele de Viana-Bray, qui est 
potentiellement un des plus simples modeles dilues. D'apres ce que l'on vient de dire, il 
convicnt done de determiner la distribution des valeurs propres de la matrice d'interaction 
definic sur lc graphe alcatoirc poissonnicn. Cct objectif est a l'origine de la publication P2 
que Ton va exposer dans la section suivante. 
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3.2 Un probleme de matrices aleatoires 

3.2.1 Introduction 

Les matrices aleatoires ont fait leur apparition en physique dans les annees 50 avec les 
travaux de Wigner et Dyson sur les niveaux d'excitation des noyaux complexes. Elles ont 
depuis envahies un tel nombre de domaines de la physique qu'il serait difficile de seulement les 
mentionner tous. Citons simplemcnt parmi les sujets connexes a celui que Ton va developper 
ici le probleme de la localisation d' Anderson dans les systemes desordonnes [^023 EH- J e 
rcnvoic lc lectcur intcressc au livre classiquc de Mchta 84 ct a unc collection de revues [55] 
pour unc discussion des developpements recents du sujet. 

Comme son nom l'indique, la theorie des matrices aleatoires consiste a munir un ensemble 
de matrices d'une loi de probabilite. On chcrche alors a determiner les proprietcs statistiqucs 
de certaines grandeurs, par exemple la densite moyenne de valeurs propres. Des quantitcs 
plus fines sont aussi etudiees, comme la distribution de la plus grande valeur propre, ou 
encore la distribution des intervalles entre valeurs propres successives. 

On va s'interesser ici a un cas particulier, ou les matrices J (de taille N x N) que 
l'on etudie sont reelles symetriques (elles sont done diagonalisables, avec N valeurs propres 
reelles) . Les elements de matrice sont tirees independamment avec la meme loi de probabilite 
(on distingue seulement les elements diagonaux des autres), 

Prob(J) = J] Pi( J y ) J] P 2 (Ju) . (3.16) 

i<j i 

On notera dans cette partic [•] les moyennes sur l'ensemble de matrices. L'exemple le plus 
connu dans cette famille est l'enscmblc Gaussicn Orthogonal, pour lequel P\ et P2 sont des 
lois gaussiennes de moyenne nulle et de variance respectivement Jq/N et 2Jq/N. Jq est une 
grandeur finie, la dependance en N de ces variances est choisie de maniere a ce que le spectre 
des valeurs propres soit borne dans la limite thermodynamique. Une forme equivalente pour 
la loi de probabilite de la matrice est alors 

Prob(J)=expf-^Tr(J 2 )) , (3.17) 

a une constante de normalisation pres. 

Les considerations generales sur le modele spherique incitent a s'interesser aux spectres 
de ces matrices. Si l'on note Xk les valeurs propres pour une realisation donnee de la matrice 
J, on definit la densite de valeurs propres comme 

1 N 

fc=i 

Sa valeur moyenne sur l'ensemble de matrices sera notee p(X) = [pj(A)]. Dans le cas de 
l'ensemble Gaussien Orthogonal, il est bien connu que p(X) tend dans la limite thermody- 
namique vers la loi du demi-cerele de Wigner. Unc demonstration heuristique par la mcthodc 
des repliques est donnee dans [SHI , et l'on retrouvera ce resultat comme cas particulier dans 
la suite de ce chapitre. Pour une preuve rigourcuse et des resultats plus forts sur le type de 
convergence on pourra consulter |8l)j . 

Notons que d'autres modeles de matrice, notamment dans lc cadre de la gravitation 
bidimensionnelle jHZj, utilisent des lois de probabilite de la forme : 

Prob(J) = Wcxp (-TrTr V(J) J , (3.19) 



34 Ch. 3 : Dynamiqucs de spins continus 




Fig. 3.1 - Deux exemples de composantcs connexes : lineaire (n = 4) et en etoile (k = 8). 

avec V un polynome quelconque. Quand V a des termes d'ordre superieur a 2, les elements 
de matrice ne sont pas independants ; ccs modclcs sortent done du cadre de l'etudc presentee 



3.2.2 Matrices diluees 

Le graphe aleatoire poissonien d'Erdos-Rcnyi conduit naturcllemcnt a la definition d'un 
ensemble de matrices aleatoires diluees. Pour cela, il suffit de prendre J^ = si le lien entre 
les sommets i et j est absent du graphe, ct de tirer la valeur de J^- avec une loi de probabilitc 
it si i et j sont des sommets adjacents. On peut aussi poser Jn = car on considere qu'il 
n'y a pas de liens entre un sommet et lui-meme. En appelant p la connectivite moyenne du 
graphe, on a avec les notations de la section precedente 

PiVij) = ( 1 -^) 5 ^) + Jf< J n) . Wi) = 6(J i:i ) , (3.20) 

ou 7r ne contient pas de delta de Dirac en (cela revient sinon a modifier la definition de 
p). Si Tr(Jij) = S(Jij — 1), autrement dit si les elements non nuls de la matrice sont egaux 
a 1, on a construit la matrice d'adjacence du graphe. Dans la suite on va supposer plus 
generalement que 

tt( Jij) = a S(Jij - Jo) + (1 - ^5(1^ + J ) . (3.21) 

Commcngons par quelques remarques simples a la lumicre de la discussion sur la geometric 
du graphe aleatoire presentee au chapitre|5J Si Ton renomme les sommets de fagon a les re- 
grouper selon leur appartenance aux differentes composantes connexes du graphe, il est clair 
que la matrice va se decomposer sous une forme bloc-diagonale, avec un bloc pour chacune 
des composantes connexes. La determination des valeurs propres de la matrice peut done 
se faire independamment pour chacune des composantes du graphe, et la densite de valeurs 
propres est une fonction additive par rapport a la decomposition en clusters. 

On a vu que pour p < 1, e'est-a-dire en dessous du seuil de percolation, une fraction qui 
tend vers 1 dans la limite thermodynamique de sites sont dans des composantes connexes de 
taillc finic, sans boucles. Considerons deux types d'arbre pour lesquels on peut facilement 
determiner les valeurs propres de la matrice qui leur est associee. 

Prenons d'abord un graphe lineaire de n sites (partie de gauche de la figure IXT|) . La 
matrice correspondante est tridiagonale et ses n valeurs propres se calculent facilement, 

/ JXVK \ 

X m = 2J cos , m e [l,n] , (3.22) 

\n+lj 

qui sont bornees sur ] — 2 Jo, 2Jo[ quelquc soit la valeur de n. 

Si Ton considere au contraire un graphe « en etoile » ou un site central est rclie a k voisins 
(partie de droite de la figure IXT|) . la matrice associee possede k — 1 valeurs propres nulles, 
et deux valeurs propres en ± Jovfc. 
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En choisissant un site racine au sein d'un arbre, que Ton decompose en plusieurs branches 
partant de cette racine, on peut assez facilement obtenir des relations de recurrence entre les 
polynomcs caracteristiques des matrices correspondantes. Cette methode, expliqucc dans la 
publication P2, permet notamment de montrer que le spectre de tout arbre est invariant si 
l'on change les signes des elements non nuls de la matrice correspondante. L'independancc 
vis-a-vis du parametre a de la densite moyenne de valeurs propres est done prouve, dans 
la limite thermodynamique. pour p < 1. Golinclli |88| a mis a profit ces recurrences pour 
calculer le spectre des arbres formes d'un squelctte lineaire de n sites, sur chacun desquels 
on greffe un bouquet de k fcuillcs. En considcrant toutcs les valeurs possibles de n ct k, il 
a ainsi montre que l'ensemble des valeurs propres associees aux arbres de taille finic ctait 
dense dans l'ensemble des reels. 

Tirons les consequences de ces remarques : 

- Pour p < 1, tous les vecteurs propres sont localises sur des composantcs connexes de 
taille finic. 

- Un graphe poissonien comporte un nombrc extensif de clusters en etoiles, pour toutcs 
les connectivity du site central k. La densite de valeurs propres comporte done des 
pics a toutes les valeurs ±Jq vfc, elle est done non bornee. Ceci reste d'ailleurs vrai 
pour toute valeur de p : il y a toujours un nombre extensifs de ces clusters, que p soit 
plus grand ou plus petit que le seuil de percolation. 

- Le resultat de Golinclli implique de plus que la densite de valeurs propres est formee 
d'une somme dense de pics de Dirac. 

Quand la connectivity moyenne p diverge, si Ton reechelle correctement l'amplitude Jo, 
on doit retrouver l'ensemble gaussien orthogonal (on rendra cette remarque plus precise dans 
la section suivante). Pour cc dernier, lc comportement du spectre est tres different, et en 
particulier tous les vecteurs propres sont etendus. On s'attend done a voir une transition de 
delocalisation d'une partie du spectre pour une valeur p q > 1 (cette transition de delocali- 
sation a ete estimee numeriquement a p q ~ 1.4 dans [EH])- Le fait que les vecteurs propres 
soient localises ou etendus ne se traduit pas directement dans le caractere continu ou discret 
de la densite de valeurs propres, mais dans des quantites plus fines comme les correlations 
entre valeurs propres successives, ou les produits de fonctions de Green. 

Dans la section suivante on prcsente les resultats d'une investigation de la limite p ^> 1 
(mais fini par rapport a TV). Cc problcmc a etc ctudic a plusieurs reprises |9UII91ll§21l93| . 
on l'a reconsidere dans la publication P2 a l'aidc d'une methode dcveloppee par Biroli et 
Monasson |59j . 

3.2.3 Methode des repliques 

En utilisant Pidentitc 

5(x) = --Im— !— , (3.23) 

7r x + ie 

ou e est positif et infinitesimal, on peut mettre la densite de valeurs propres d'une matrice 
J sous la forme 

pjiri^j^lmTrdJ-viy 1 ) , (3.24) 

avec I la matrice identite Nx N. II est sous-entendu a partir de maintcnant que fi a une partie 
imaginaire infinitcsimale positive. Les proprietes des intcgralcs gaussienncs pcrmcttcnt de 



:-!(', 



Ch. 3 : Dynamiques de spins continus 



rcformuler cette expression comme un probleme de mecanique statistique, 



ZM = 



N 

IT 



cxp 



'/' 



£#-*£■* 



'ijVlV,? ) 



I -J 



2d 
— I m - In Zj(u.) . 



(3.25) 
(3.26) 



La convergence de l'integrale gaussicnne est assuree par le choix des exposants complexes 
grace a la partie imaginairc de fi. Afin d'obtcnir la dcnsite moyenne de valeurs propres, il 
faut done calculer [In Zj (fj,)] , en moyennant sur les « variables gelees » Jy . Le calcul direct 
de la moyenne d'un logarithme etant difficile, on utilise la methode des repliques qui repose 
sur l'idcntitc 



[In Z] = lim - \n[Z r 

n^O n 



(3.27) 



Le passage a la limite des valeurs de n entieres vers peut dans certains cas nccessitcr la prise 
en comptc d'effcts subtils de brisure de symetrie des repliques. L'excmplc le plus famcux est 
donnc par la phase de basse temperature du modele de Shcrrington-Kirkpatrick. Dans le cas 
present du calcul d'une densite de valeurs propres de tels effets ne sont pas attendus E2 
(il faudrait par contrc briscr la symetrie des repliques pour calculer les correlations entre 
valeurs propres, cf. [M]). 

Z n va s'exprimer comme l'integrale sur des champ « repliques » n fois, que l'on notera 
<pi. La moyenne sur l'cnsemble des matrices fait apparaitrc un couplage entre les differcntes 
repliques. Dans le cadre des systemes dilues, le parametre d'ordrc global qui s'est avere utile 
est la fraction des sites portant un champ donne [32] , 



c(0) 



N 2-s' 



(3.28) 



On va faire le calcul avec une loi de probabilite des elements de matrice Pi quelconque. Cela 
permettra de retrouver la loi du demi-cercle dans le cas de l'ensemblc gaussien orthogonal 
ct de demontrer son « univcrsalite » avant de traitor le cas dilue. On doit calculer 



[Z{rf 



dfa Dc{$) S ( Nc{$) 



E^- 



t 2 



E s 0l 



:E«Jij^ 



(3.29) 



L'integration sur c et le 6 doivent etre compris ici dans un sens fonctionnel : l'egalite l|3.28|l 
est imposee pour toutes les valeurs du champ cf>. Comme les elements de matrice pour i < j 
sont independants, la moyenne sur l'ensemble des matrices se factorise en un produit sur 
toutes les paires de sites. En definissant 



g(x) = N 



\n( f dJ PxiJJe- 1 ^ 



il vient 



[Z(m = Jd$iDc($)s(Nc($)-J2 



(3.30) 



(3.31) 



exp 



Nl^ 
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II reste a effectuer l'integrale sur les champs initiaux fa , ce qui va faire apparaitre un terme 
entropique due a la multiplicite des configurations des variables fa qui conduisent au meme 
c(fa). Une fagon de faire ce calcul consistc a introduirc unc fonctionnellc conjugucc c(</>) pour 
cxponcnticr la contrainte, puis effectuer l'integrale sur les champs fa, ct hnalcment celle sur 
c avec la mcthode du col : 



d(f>i Dc(fa) exp 



Jd$c($)(Nc(fa-Y,H<f>- 



Dc(fa) exp 



N[ / dfac{fa)c{fa) +la 



,-&W 



L'equation de col pour cette derniere integrale s'ecrit 
c(fa=e- £ ^ ( fdipe-^A . 

En inserant ce resultat dans H3.31|l . on obtient finalement 
[Z{n) n ]= fDc($)exp[NS(c)} 7 



(3.32) 



(3.33) 



(3.34) 



d$c($)lnc(fa+ 1 -^ 



fac(fa + - J d0^c(0)c(^) 5 (0-V), 



ou Ton reconnait le terme entropique en cine. Cette integrale fonctionnelle, dont le domaine 
d'integration doit etre restreint aux c(<f>) normalisees, peut se calculer par la methode du col 
dans la limite thermodynamique. Le col c* est solution de 



c* (fa) = M exp 



2 v 



dip c*(ip)g(<j> ■ ip) 



(3.35) 



Une fois cette equation resolue, la densite moyenne de valeurs propres decoule dc l|3.26|l et 
(J3~2TI) : 



p(fi) = lim — Re 

n— >0 717T 



^2 



(3.36) 



L 'ensemble gaussien orthogonal et son universalite 

La demarche presentee jusqu'ici est valable quelque soit renscmblc dc matrices utilise, 
les differents ensembles conduisant a differentes formes de la fonction g(x). Commengons 
par traiter le cas de l'ensemble gaussien orthogonal, pour lequel les elements de matrice sont 
tirees avec une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance [Jfj] = Jq/N. On trouve alors 
que g est quadratique, g(x) = —JqX 2 /2. La solution de l'equation de col (|3.35|) est obtenue 
avec un c* gaussien, 



c*(0) = (2i7rcr(/i))- n / 2 e"5i4o , 
dont la variance a(/j,) est solution de l'equation du deuxieme ordre 
Jg<7 2 — /icr + 1 = . 



(3.37) 



(3.38) 
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La densite de valeurs propres est alors donnee par p{u) = — (l/7r)Imcr(/z). En resolvant 
l'equation sur a, on trouve le resultat attendu : pour \i a l'exterieur de [—2 Jo, 2 Jo] a est reel 
et done p est nul. Sur cet intervalle les valeurs propres sont par contre distribuees selon la 
loi du demi-cercle, 



1 



/°(m) = ^ 7 2\/4J 2 -M 2 - (3-39) 



Discutons la generalitc de ce resultat ^'argumentation est adaptee de [22]). H est clair 
que des que g(x) est quadratique, on obtient une telle densite d'etats. De plus, si l'on veut 
que le spectre soit independant de N dans la limite TV — > oo, il faut que g{x) soit d'ordre 1 
dans cette limite. D'apres la definition i|3.3(J[l . si Pi (J) ne contient pas de delta en 0, il faut 
que la distribution soit supporte par les J d'ordre N^ 1 ' 2 pour que g soit d'ordre 1, et alors 
elle est forcement quadratique. Dans ce cas on avait tous les elements de la matrice non- 
nuls, et d'ordre TV^ 1 / 2 . On peut essayer de « diluer » la matrice, e'est-a-dire de ne prendre en 
moyenne que 0{N 1 ~ a ) termes non nuls par ligne, avec a £ [0, 1]. Plus precisement, posons 

p i( j ) = i 1 - J^) S (J) + J^«(J) > (3-40) 

avec 7r une loi de probabilite paire, sans Dirac en 0. Si a < 1, il faut que n soit significative 
pour des J d'ordre JV^" -1 )' 2 , toujours pour avoir g d'ordre 1, et dans ce cas-la a nouveau 
seul le terme quadratique de g survit dans la limite thermodynamique. 

II ne reste en fait que le cas a = 1 pour cchapper a la loi du demi-cercle. En effet, 7r est 
alors supporte par les J d'ordre 1, et done g peut etre quelconque. Dans la situation a = 1, le 
graphe associe aux elements de matrice non nuls est precisement un graphe aleatoire d'Erdos 
et Renyi, auquel on va s'interesser dans la suite de cette partie. On suivra la methode dite 
d'approximation a un seul defaut, introduite par Biroli et Monasson |59| . 

Notons avant cela que l'on a suppose que la loi de probabilite des Jy etait paire. Si cc 
n'est pas le cas, <?(x) possede un terme lineaire, ce qui peut entrainer l'apparition d'une valeur 
propre isolee |86j . Enfin, le raisonnement ci-dessus est pris en defaut quand les elements de 
matrice sont distribuees avec une loi qui ne decroit qu'algebriquemcnt a l'infini : e'est le cas 
des matrices de Levy qui ont ete etudiees par Cizeau et Bouchaud [HHj. L 'argument fait ici 
supposait que la variance des Jij etait bien definie, hypothese violee par les lois larges de 
Levy. 



L 'approximation du milieu effectif (EM A) 

On reprend a partir de maintenant la forme l|3.20|l . avec tt{Jij) = aS(Jij — Jo) + (1 — 
a)6(Jij + Jo), ce qui conduit a 

g{x) = -p + p {ae-' UoX + (1 - a)e UoX ) . (3.41) 

Dans ce cas on ne peut pas avoir une resolution analytique exacte de l'equation l|3.35|l . On 
peut cependant, inspire par la resolution du cas completcment connecte, faire un ansatz 
gaussicn pour c(4>), en utilisant la forme H3.37(l . On chcrche done un point col dans le sous- 
ensemble des paramctres d'ordre de cette forme. Si l'on inscre cet ansatz gaussien dans 
l'expression de Taction (|3.34|l . on obtient une expression qui n'est plus fonction que du 
parametre variationnel a 

S(o-)~ n ^ ^[l + H2i™)-»v-PHl-Jfa 2 )] ■ (3-42) 
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Fig. 3.2 - Les predictions de l'approximation du milieu effectif, et de 1' approximation a un 
seul defaut pour p = 10. La loi du demi-cercle de meme largeur est la a titre de comparaison. 



Rcmarquons que cette expression est independante du parametre de biais a. 

L'extremum de Taction dans le sous-espace correspondant a cet ansatz est atteint quand 
a verifie l'equation cubique suivante : 



p__\ 



1 
-a- --pa 



1 







(3.43) 



On peut verifier que dans la limite p — > oo avec Jo ~ p^ 1 ' 2 on retrouve l'equation quadra- 
tique de l'ensemble gaussien orthogonal. Pour p fini on peut resoudre cette equation cubique, 
et trouver une valeur X c (p) qui separe deux regimes : 

a l'cxterieur de l'intervallc [— A c , A c ], a est rccllc, et done la densite de valcurs propres 
s'annule. 

- a l'interieur de cet intervalle a a une partie imaginaire non nulle, on a done une densite 
de valeurs propres p positive, qui s'annule a A c comme une racine carree. 

L'expression de A c et de p n'etant pas particulierement eclairantes, je ne les reproduit 
pas ici. L'allure de la densite d'etats ainsi predites est representee sur la figure I5~21 

L'ansatz gaussien pour c n'est pas Justine par un argument variationncl au sens strict : 
on n'a pas une borne sur Taction S(c) qui justificrait de chercher un extremum sur un sous- 
ensemble dc l'espace des parametres d'ordre. La justification ticnt plutot dans la coincidence 
avec le resultat correct (loi du demi-cercle) dans la limite ou p diverge. 

Notons finalement que ce resultat est clairement en disaccord avec les remarques qualita- 
tives de la section precedente : le spectre est borne sur [— A c , A c ], alors que l'on avait montre 
qu'il devait s'etendre sur tout l'axe reel. Cette difference s'explique simplement : les tres 
grandes valeurs propres sont dues aux sites avec une grande conncctivitc. Or l'approxima- 
tion du milieu effectif consistc justement a traiter tous les sites sur le meme pied, et done a 
ncgliger les fluctuations de la connectivite. 
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L' approximation a un seul defaut (SDA) 



On peut aller au-dela de l'approximation du milieu cffcctif, avec l'objectif dc gommer la 
contradiction que Ton vicnt dc mentionncr. 

L'idee consiste a se servir de l'exprcssion gaussienne pour c{4>) obtenue avec l'EMA 
commc le point dc depart d'une serie d'iterations qui devraient conduire a des ameliorations 
successives dc la prediction pour p(/i). Rcformulons l'cquation du point col H3.35J1 sous la 
forme 



oc _, n l, 

fc=0 



#c(<?) (ae- ,J » f * + (1 - a)e lJo$ -A 



(3.44) 



oil J\f est un facteur de normalisation. On injecte alors la forme gaussienne approchee de c 
dans le membre de droite, et le membre de gauche en fournit une nouvelle forme, que l'on 
espere meilleure. On peut penser qu'en repetant ces iterations un certain nombre de fois, on 
va se rapprocher du vrai point col. 

Considerons le resultat de la premiere iteration. On obtient pour c(</>) une somme de 
gaussienncs, qui conduiscnt a l'expression de la densite de valeurs propres : 

ou a(u) est la solution de l'equation cubique obtenue dans l'approximation du milieu effectif. 

L 'interpretation de cette equation est la suivante : un site donne a connectivity k avec 
une loi poissonnienne de parametre p, et ses k voisins sont decrits de maniere approchee par 
l'intermediaire du a calcule precedemment dans l'approximation gaussienne. Ceci explique 
le nom d'approximation a un seul defaut. on traite exactement un site (defaut) au milieu 
d'un reseau homogene cffcctif. A nouvcau le parametre dc biais a a disparu de l'expression 
des grandeurs physiques. 

Dans la zone [— A c , A c ] oil l'approximation gaussienne prcdisait une densite d'etats non 
nulle, a etait deja imaginairc, la nouvelle expression (|3.45() modifie un peu la forme de p (cf. 
figure EH - 

Une grande difference entre les deux niveaux d'approximations apparait dans la zone 
|/i| > A c : alors que l'EMA predisait une densite d'etats nulle, ici on a une serie de pics de 
Dirac quand le denominateur de (|3.45|) s'annule (rappelons que [i a une partie imaginairc 
infinitcsimale) . Leur position est done ±/ifc, et leur poids Wk, avec 

aM = wr Wk= k\ ih^w ■ (3 - 46) 

On peut en particulier s'interesser au regime asymptotique \fi\ — > oo. II est facile de montrer 
a partir de (|3.43(l que dans cette limite cr(/x) ~ H 1 - On trouve done que les pics sont situes 
asymptotiqucment en ±Jovfc, avec un poids donne par la moitie (a cause des deux signcs 
possibles) de la loi de Poisson de parametre p. En remarquant que yk — \/k — 1 — > quand 
k — » oo, on peut formuler une approximation continue pour la densite d'etats dans ce regime, 

p{J Vk) xJ (Vk- Vk~T) ~ \^- , (3.47) 



soit en utilisant la formulc de Stirling et en changcant de variables 

p(A ^^ exp h"S ln (^)] • (3 - 
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Fig. 3.3 - L 'approximation a un seul defaut est comparee aux resultats de diagonalisation 
numerique pour des matrices de taille N = 2000. Les courbes sont quasiment superposees 
dans toute la partie centrale. L'inset montre les deviations au voisinage de A c . 



Cette expression avait ete obtenue par Rodgers et Bray [50] apres un traitement assez subtil 
d'une equation integrate, inspire par un travail de Kim et Harris |96| . Ce resultat prend 
ici un sens geometrique tres simple : les sites dont la connectivity k est tres superieure a 
la conncctivite moyenne p portent des vecteurs propres fortement localises sur eux, qu'ils 
soicnt strictement isoles du reste du graphe comme dans un cluster en etoile, ou que leur 
environnement soit remplace par un milieu effectif comme l'on vient de le faire. 

La figure 13.31 presente les resultats d'une etude numerique, ou l'on a diagonalise des 
matrices tirees aleatoirement avec la loi de probabilitc etudiee ici. L'accord avec l'approxi- 
mation a un seul defaut est tres bon dans la partie centrale du spectre. On constate aussi 
qu'il y a une queue s'etendant au dela de A c . Cependant le calcul SDA n'est pas capable 
de predire quantitativement la densite de valeurs propres au voisinage de A c , il faudrait 
pour cela etre capable d'aller aux niveaux superieurs d'iterations dans ce schema d'approx- 
imation. L 'expression l|3.48|) n'est en effet valable que dans la limite |/i| — »• oo. Or le poids 
dans ces queues, dues a des evenements rares (grandes fluctuations dans la connectivite) 
est tres faible, et done quasiment impossible a observer dans ces simulations numcriques ou 
l'on genere seulement des graphes typiques. Une possibilite pour explorer numcriquement ce 
regime de grande deviation |97j consisterait a biaiser la generation des graphes en faveur de 
ceux qui presentent des grandes valeurs propres, une mcthode deja utilisee dans un cadre 
un peu different |98j . 



3.2.4 Perspectives 

Plusieurs questions restent ouvertes sur ce probleme du spectre des matrices d'adjacence 
de graphes aleatoires d'Erdos-Rcnyi. La premiere concerne la validite des resultats obtcnus 
ici par une methode iterative dont on ne controle pas explicitemcnt la convergence vers la 
vraie solution. Comme on l'a vu, dans la limite de grande conncctivite moyenne p, le premier 
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niveau d'approximation est correct : l'approximation du milieu effectif redonne en effet la loi 
du demi-cercle dans cette limite. A p fini, le developpement asymptotique pour les grandes 
valeurs propres l|3.48[) est aussi surement correct. La coincidence avec le resultat obtenu par 
Rodgers et Bray [HO] a l'aide d'une methode un peu differente est rassurante de ce point de 
vue, ainsi que la simplicity de l'argument geometrique dont il provient. Les vecteurs propres 
correspondants etant tres fortcment localises autour de sites particulierement connectes, ils 
sont asymptotiquenicnt inscnsiblcs a lcur environnemcnt. Bauer et Golinelli |93| ont etablis 
des relations de recurrence sur les moments de la densite d'etats de ces matrices, il serait peut- 
etre possible d'en tirer une autre preuve du developpement asymptotique (|ri.48(l . Signalons au 
passage que leurs resultats justificnt l'indepcndancc par rapport au biais a que Ton a constate 
ici ordre par ordre dans la resolution iterative. En effet, le calcul d'un moment d'ordre fini nc 
depend que de l'environnement a distance fmie d'un site. Dans la limite thermodynamique les 
graphes aleatoires etant localement des arbres, le signe des interactions n'est pas pertinent. 

Dans une perspective plus rigoureuse, il serait aussi interessant de connaitre la nature 
du spectre a une echelle plus fine. Comme on l'a discute dans la partic rT2~2l la densite de 
valeurs propres comporte une infinite de pics de Dirac a toutcs les positions correspondant 
aux valeurs propres d'arbres de taillc fmie, e'est-a-dire un ensemble qui est dense dans les 
reels [HE]. Les vecteurs propres correspondants sont fortement localises sur un nombre fini 
de sites. Apparaissent aussi, pour une valeur de p suffisamment grande, des vecteurs propres 
etendus sur l'amas infini de percolation. Le seuil A c calcule ici est une estimation approchee 
d'un seuil de mobilitc separant une region |/x| < A c ou coexistent des vecteurs propres 
localises et etendus d'une region exterieure ou tous les vecteurs propres sont localises. A ma 
connaissance le seul resultat analytique sur ce probleme |2II] concerne le comportement de la 
valeur propre nulle de la matrice d'adjacence, qui presente un phenomene de delocalisation 
et de relocalisation a deux valeurs de p. 

La methode iterative utilisee ici a ete introduite par Biroli et Monasson [SH] pour l'e- 
tude des matrices dites Laplacienncs : les elements diagonaux de ces matrices sont ajustcs 
en fonctions des elements hors-diagonale, de manicrc telle que la sommc des elements sur 
une ligne s'annule. Ce probleme a ete aussi etudie dans \l 001 If Of] . Des matrices similaircs 
apparaissent aussi dans l'ctude des matrices aleatoires euclidiennes |f()2| . en rapport avec 
l'ctude des modes instantanes de vibration dans les liquides surfondus \WA\ . Dans ce dernier 
article notamment une resolution numerique d'une equation de col proche de celle rencontree 
ici etait proposee. Signalons finalement que le spectre de matrice d'adjacence des graphes 
« scale- free » a ete l'objet de travaux numeriques et analytiques |f 041 IIOIjI I106J . 
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3.3 Consequences sur le modele spherique 

3.3.1 Rappels sur le cas completement connecte 

Afin dc facilitcr l'exposition des resultats dans lc cas dilue, je vais commencer par rappcler 
brievement lc comportcmcnt du modele spherique dans le cas oil la matrice d'interaction 
appartient a l'cnsemble gaussien orthogonal. La partie statique a ete traitee dans |l(J7j et 
celle dynamique dans |108l 11091 IllOj , pour une approche mathcmatiqucmcnt rigoureuse on 
pourra se reporter a |111| . 

En redcfinissant l'cchclle dc temperature, on sc ramene a unc densite dc valcurs proprcs 
distributees scion la loi du demi-cerele sur [—2, 2], 

p(aO = ^V 4 - m 2 ■ ( 3 - 49 ) 

La fonction de partition du modele est obtenue dans la limite thermodynamique en evalu- 
ant l'integrale (|3.4|) par la methode du col. Les sommes sur les valeurs propres sont alors 
remplacees par des integrates, 

l^F(A fe )^ [du.p(n)F(v). (3.50) 

k 

Le col z* de l'integrale l|3.4fl verifie l'equation suivante : 

On doit par aillcurs imposer z* > (3 pour que l'integrale gaussienne initialc (cf. (|3.3|) ) soit 
convergentc. 

A haute temperature l'equation de col a une solution qui verifie cette condition : z* = 
(l+/5 2 )/2. Quand on rcduit la temperature le point col se rapproche du point dc branchement 
de l'integrale en z = (3, qui est atteint pour (3 C = 1. A des temperatures plus basses que cette 
temperature critique, l'integrale sur z est dominc par le voisinage du point de branchement, 
le chemin d'intcgration reste « colic » a la coupurc. De plus, cette transition de phase se 
traduit par une « condensation » un pcu similaire a la transition dc Bosc-Einstein pour un 
systcme de bosons. En effet, la projection de la configuration des spins m sur le vecteur 
propre de plus grande valeur propre devient d'ordre \JN a basse temperature. Le prefacteur, 
qui mesure le taux de condensation sur ce vecteur propre, croit continument et lineairement 
de a la temperature critique jusqu'a atteindre 1 a temperature nulle. L'equilibre a basse 
temperature correspond done a une condensation macroscopique sur le mode de plus grande 
valeur propre. 

La dynamique de ce modele presente une transition de phase a la meme temperature 2 . 
Comme on l'a vu dans la partie generalc l3.1.2l la premiere quantite a calculer pour determiner 
les proprietes dynamiques est la fonction /(£) = J dfj, p(fi)e 2flt . Dans le cas d'un densite de 
valeurs proprcs en demi-cercle cette integrale est une representation d'unc fonction de Bcsscl ; 
le point le plus important pour la suite est son comportcmcnt asymptotiquc, 



2 La coincidence des temperatures de transition statique et dynamique est une particularite de ce modele 
oil les interactions se font entre paires de spins : les modeles p-spin avec p > 3 ont deux temperatures critiques 
diffcrcntcs. 



44 Ch. 3 : Dynamiques de spins continus 

On peut le determiner sans utiliser les proprieties des fonctions de Bessel : l'integrale definis- 
sant /(£) est domine par le voisinage de /i = 2. Le comportement exponentiel e 4 * est du a 
l'annulation de p pour fi > 2, ct l'cxposant de la correction algebrique vicnt de son annula- 
tion en racine carree. Une fois f(t) determinee, il convient de resoudre l'equation integrate 
(|3.13|1 sur r(i). On peut le faire ici en introduisant les transformees de Laplace / et L, 

/>oo />oo 

/»=/ dtf(t)e~ st , T(s)= dtT(t)e- st . (3.53) 

Jo Jo 

L'equation de Volterra prend une forme assez simple en terme de ces transformees, 

f (*) = f(s) + 2Tf(s)f(s) . (3.54) 



Dynamique a haute temperature 

Etudions d'abord la situation a haute temperature (T > 1). On trouve alors que r(s) a 
un pole en s* = 2(T + T" 1 ) > 4 et une coupure sur [—4,4]. Le comportement de T(t) aux 
temps longs est controle par la singularite de sa transformcc dc Laplace qui a la plus grande 
partie reelle. C'est done le pole qui est pertinent ici, et on a T(t) ~ cxp[s*i] a un prefacteur 
constant pres. On verifie alors aisement a partir des equations (|3.12|) . I|3.14|l et l|3.15|l que : 

- L'energie relaxe exponentiellement vite vers sa valeur d'equilibre. 

- Les fonctions de correlation et de reponse sont stationnaires (apres un bref regime 
transitoire) : C{t\ +r,ti) = C cci (t) et R{t\ +r;ii) = R cci (t). 

- Elles sont reliees par le theoreme de fluctuation-dissipation, 

R cq (r) = -^C' cq (T) . (3.55) 

On a done a haute temperature toutes les caracteristiques d'une dynamique d'equilibre. 

Dynamique a basse temperature 

A la temperature de transition le pole de T(s) rejoint le bord dc la coupure, et cette 
dcrniere controle le comportement asymptotique de T(t). Celui-ci prend done la forme d'une 
cxponcnticllc modifiee par un prefacteur algebrique, T(t) ~ exp[4t]/t 3 / 2 , a une constantc 
multiplicative pres. 

Ce nouveau comportement pour T va se traduire par une dynamique hors d'equilibre 3 , 
que Ton peut mettre en evidence par differentes observations : 

- La decroissance de l'energie vers sa valeur d'equilibre se fait avec une loi de puissance, 
et non plus exponentiellement comme a haute temperature. On ne peut done plus 
definir de temps caractcristique de relaxation. 

- Les fonctions dc correlation et de reponse a deux temps presentent le phenomene de 
vieillisscment : meme dans la limite des temps longs, elles dependent cxplicitement 
des deux temps, ct non dc la difference cntrc les deux comme pour une dynamique 
d'equilibre. Plus prcciscmcnt, si Ton considcrc t\ ^> 1 et to, = t\ +r, on a deux regimes 
diffcrents selon la valeur de r. 



3 Soulignons ici que la limite thermodynamique N — * oo est prise avant la limite des temps longs. Dans 
le cas d'un systeme fini evoluant selon des equations de Langevin on tend asymptotiquement vers l'equilibrc 
thermodynamique. 
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Si t -C ti, les fonctions sont quasi-stationnaires, C(t\ +r,ti) « C st (r), f?(ii +r; ii) « 
i? st (r), avec C st et -R s t reliees par le theoreme de fluctuation-dissipation. 
Par contre quand la separation des temps r cst du memo ordre que le temps d'at- 
tente t\ depuis la preparation du systeme, les correlations et reponses dependent des 
deux temps par l'intermediaire du ratio ii/<2 : C(t2,ti) w C 8 i ow (i2/*i) et i?(i 2 ;ii) ~ 
t^' ' Rsiowih/ti). L'« age » ii du systeme fixe done, dans ce regime, l'echelle de temps 
sur laquelle le systeme relaxe. Les fonctions C s i ow et G s i ow sont reliees par une modi- 
fication du theoreme de fluctuation-dissipation ou apparait une temperature effective. 
On reviendra dans dc plus grands details sur ce scenario de dynamiquc hors d'cquilibre 
dans la partic l5~4l Signalons simplement que lc cas p = 2 traitc ici n'est pas represen- 
tatif du comportement generique de la famillc des modeles p-spin. En particulier la 
temperature effective cst ici infinie, ce qui n'est pas vrai pour p > 3. 

- Finalement, on peut noter que le multiplicateur de Lagrange z(t) tendant vers 2, l'equa- 
tion de Langevin 1)3. 8|) regissant revolution du mode correspondant a la plus grandc 
valeur propre voit son potentiel de confinement disparaitre aux temps longs. Rappelons 
que l'equilibre a basse temperature correspondant a une condensation macroscopiquc 
sur ce mode (e'est-a-dire que la projection de la configuration dans cette direction est 
d'ordre vTV). On concoit done que cette situation ne peut etre atteinte que sur des 
echelles de temps divergeant avec la taille du systeme. La limite thermodynamiquc 
ayant ici ete prise en premier lieu, le systeme n'atteint jamais cet equilibre. 

3.3.2 Le cas dilue 

Etudions maintenant lc cas oil la matrice d'interaction est defini a partir d'un graphe 
poissonien de connectivite moyenne p. On va se concentrer sur le cas p » 1 mais fini, la 
limite p — > oo correspondant au graphe completement connecte de la section precedente. On 
prend pour valeur des elements de matrice non nuls Jo = 1/v^Pi de maniere a obtenir pour 
p la loi du demi-cercle sur [—2,2] dans la limite p — > oo. 

Resumons les conclusions de l'etude de ces matrices (le schema de la figure l3~4l illustrc 
ccs diffcrcnts points) : 

- A cause des fluctuations non bornees de la connectivite locale, lc spectre des valeurs 
propres n'est pas borne. 

- Quand p^$> 1, la densite de valeurs propres comporte une partie centrale qui ressemble 
a un demi-cercle, et des queues dues aux evenements rares de sites tres connectes. Ces 
queues disparaissent dans la limite p — > oo, elles ont un poids non perturbatif par 
rapport a 1/p, et Ton a trouve l'expression asymptotique suivante pour la densite de 
valeurs propres : 

a un facteur multiplicatif pres. 

- Le passage d'un regime a l'autre se fait autour d'une valeur X c (p) ~ 2(1 + ^-). Ce 
crossover est la trace de l'annulation stricte de p dans la limite completement connectee. 

II faut maintenant examiner les consequences de ces proprietes sur le modele spherique 
defini avec dc tellcs interactions. 

La premiere remarque a faire est que la statique du modele n'est pas bien definie dans la 
limite thermodynamique. En effet, le spectre des valeurs propres n'etant pas borne, la valeur 
dc la plus grande valeur propre diverge avec N . Autremcnt dit la valeur du multiplicateur 
de Lagrange telle que l'integrale i|3.3|l cxistc diverge avec la taille du systeme, et l'energie 
libre n'est pas extensive dans la limite N — > oo. 
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Fig. 3.4 - Allure de la densite de valeurs propres d'une matrice diluee. 



On peut cependant etudier la dynamique de Langevin d'un tel systeme. La pathologic 
dcs proprietcs statiques se traduira par une divergence de l'energie aux temps longs. 



Les differents regimes asymptotiques 

Suivant la mcthode rappclcc dans lc cas complctcmcnt conncctee, il nous faut d'abord 
evaluer la fonction /(£) = J dp p(n)e 2pit . La separation de la densite de valeurs propres en 
une zone centrale et des queues entraine l'existence de deux regimes asymptotiques pour 
/(£). Lc premier est tres similaire a eclui ctudic dans le cas complctcmcnt connecte : pour 
des valeurs dc t telles que la contribution dominante de l'integrale provient du voisinage de 
A r , on aura 



/(*) 



5 2A c t 
t a 



(3.57) 



a une constante multiplicative pres. L'cxposant a de la correction algcbrique tend vers 3/2 
dans la limitc p — ► oo . 

Pour des temps encore plus longs, la contribution dominante a l'integrale va venir du do- 
maine des tres grandes valeurs propres. Utilisant la forme asymptotiquc l|3.56[) pour evaluer 
l'integrale donnant / par la methode du col, on trouve que l'equation du col est asympto- 
tiqucment /iln/i ~ t/(2p). En prenant la reciproque dc cc devcloppement asymptotique, il 
vient jjl ~ t/(2plnt). On a done dans ce regime des tres longs temps l'exprcssion suivante 
pour /, 



/(*) 



e 2 p '= 



(3.58) 



La separation entrc les deux regimes asymptotiques n'est evidemment pas franche, ce n'est 
qu'un crossover quand p est fini. Dans la limite p — > oo le deuxieme regime disparait. On 
peut donner une estimation de t co , le temps ou le comportement dc f(t) passe d'cxponcnticl 
(a une correction algcbrique pres) a cc dcuxicmc regime (I3.58|) plus rapidc qu'exponcnticl, 
commc la valcur dc t ou les arguments des exponenticlles sont cgaux. Dans la limite p — > oo 
on trouve que t co ~ 8phip : commc attendu cc temps diverge avec p, lc deuxieme regime 
asymptotiquc disparaissant dans cette limite. 

II faut ensuite determiner T(t) comme solution de l'equation de Voltcrra l|3.13|l (rap- 
pclons qu'a temperature nulle r(i) = f(t)). Ici on nc peut pas utiliser les transformccs 
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t k 



non eq. 2 




tco(T) 



« eq. » 



Fig. 3.5 - Les difierents regimes asymptotiques. Dans la zone denotee « non eq. 1 » lc 
comportement est similaire a celui du modele completement connecte, « non eq. 2 » designe 
le nouveau regime du aux queues de la densite de valeurs propres. 



dc Laplace, qui ne sont pas definies pour des fonctions divcrgcant a l'infini plus vite que 
des exponcntiellcs. Une analyse qualitative, confirmee par l'integration numcrique de cette 
equation, va suffire pour degager le comportement du systeme. Remarquons tout d'abord 
que pour des temps inferieurs a t co , les queues dans la densite de valeurs propres joucnt 
un role negligeable, et / a en premiere approximation le meme comportement que dans le 
cas completement connecte. La determination de T(t) par Pequation de Volterra est causale, 
autrement dit F(£) ne depend que du comportement de / sur [0, i\. II s'ensuit done que T(t) 
se comporte comme dans le cas completement connecte jusqu'au temps de crossover. On a 
done une temperature To (proche de 1 pour p suffisamment grand) telle que pour T > Tq, 
r(i) ~ cxp[6(T)t] avec b{T) > 2A C , au moins jusqu'au temps de crossover. Pour T < To, on 
a par contrc T(t) ~ exp[2A c i], a une correction algebriquc pros. Dans ce cas la dependance 
en temperature n'est que dans le prcfacteur, pas dans le comportement exponcnticl. Rcstc a 
determiner lc comportement dc T pour des temps superieurs a t co . Remarquons que Pequa- 
tion de Volterra impliquc T(t) > f(t). Dans lc cas T < Tq, on a done necessairement un 
changement de comportement de F a t COl puisque / se met alors a croitre plus vite qu'un ex- 
ponenticlle. A haute temperature par contre, la forme T(t) ~ exp[6(T)i] reste valable jusqu'a 
ce que b(T)t w t 2 /(2p\nt), suite a quoi T(t) ~ f(t). Ce temps de crossover t co (T) peut s'ex- 
primer dans la limite de haute temperature ou b(T) ~ 4T, t co (T) ~ 8pT\nT. Comme on l'a 
vu dans la section precedente, on a une dynamique d'equilibre quand T a une dependance 
cxponcnticllc en temps. 

La figure 13.51 resume l'etudc que Ton vient de fairc : a haute temperature, pour des 
temps intcrmediaircs on a un regime dc pscudo-equilibrc, puis au bout d'un temps d'autant 
plus grand que la temperature est elevee, un crossover vers un regime hors-equilibre con- 
trolc par les queues dc la densite de valeurs propres. A basse temperature, on passe d'un 
regime hors-equilibre ressemblant a celui present dans le cas completement connecte (con- 
trole par la partie centrale du spectre) a celui du aux queues. Le temps de crossover est 
approximativement constant dans la phase de basse temperature. 
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Fig. 3.6 - L'energie en fonction du temps. Dc haut en bas les temperatures sont egales a, 
0, 0.5, 1.3 et 1.7. Le decrochement pour les deux premieres temperatures se fait au bout 
du meme temps, alors que ce temps de crossover croit avec la temperature au dcla de To 
(cf. figure 13.5(1 . La courbe a ete obtenuc en calculant numcriqucment les fonctions / et T 
a partir de la forme du spectre obtenue par l'approximation a un seul defaut expliquce 
precedemment, et par une resolution numcriquc dc l'cquation de Voltcrra. 



Comportement des observables 

La figure 13.61 presente revolution temporcllc de l'energie du systeme pour differentes 
temperatures. On a dans un premier temps un plateau qui est attcint soit exponcnticllcmcnt 
(pour T > Tq) soit algebriquemcnt (pour T < To) vite, puis un decrochement a t co (T) 
quand lc systeme explore les queues dc la densite d'etats. Dans la limite des tres longs 
temps, l'energie diverge comme — £/(4pln£). 

On peut egalement etudier le comportement des fonctions de correlation et de reponse 
dans le regime des temps controles par les queues du spectre. Leurs formes sont detaillees 
dans la publication P3. On trouve en particulier qu'elles sont non-stationnaires, et qu'on 
peut les mettre sous la forme 



C(tl,t2) — Cslow 



Ktl) 

l{h) 



l(t) = exp 



VpaTi 



(3.59) 



La fonction l(t) qui definit un « age » effectif du systeme est diffcrcntc dc celle rencontree 
dans l'etude du modele completement connecte (on a vu en effet qu'alors l(t) = t). Dans le 
cas d'une fonction de correlation stationnaire pour laquelle C(ti,ta) = C s t(£i — £2), on peut 
aussi ecrire C s t(r) = C(l{t\ + r)/l(ti)), en utilisant l(t) = e*. 

On est done ici dans une situation intermediaire, ou l(t) diverge plus vite que dans lc 
cas completement connecte, mais moins vite qu'a l'equilibrc. Ce comportement est parfois 
qualifiee de « sub- aging » 0Jj (on en trouvera un autre exemple dans |112) L 

La temperature effective dans ce deuxieme regime asymptotique est egalement infmic. 

3.3.3 Perspectives 

Le modele que Ton vient d'etudier presente certains defauts : son comportement statique 
est pathologique, et la dynamique a haute temperature n'a des proprietes d'equilibrc que 
pendant un temps fini. 

Cependant quelques unes de ses caractcristiques sont interessantes, et devraient subsistcr 
dans des modeles depourvus des defauts sus-citees. Insistons en particulier sur l'cxistence 



Ch. 3 : Dynamiques de spins continus 49 



de deux regimes hors d'equilibre distincts, Fun provenant des proprietes « moyennes » du 
systeme, l'autre des « evenements rares ». Si ces deux regimes apparaissent ici de maniere 
caricaturale, leur presence constitue suremcnt un ingredient univcrsel de la dynamique de 
tout systeme vitreux localement heterogene, que cc soit un modele diluc ou des cas plus 
rcalistes en dimension finie. L'exemple des verres structuraux qui presentent de fortes fluc- 
tuations spatiales de densite et de « vitesse de rearrangement » serait un des plus interessants 
dans cette perspective. 

D'un point de vue plus technique, mentionnons que dans le cas de systemes inhomogencs 
comme celui considcre ici les modeles sphcriqucs ct la limite m — > oo du modele 0(m) ne sont 
pas tout a fait equivalents (plus prccisement, les multiplicatcurs de Lagrange introduits pour 
imposer la contrainte 0(m) varient de site a site, alors que le modele spherique les suppose 
homogene) . Ce dernier modele a alors une statique bien definie |113| , et sa relaxation a haute 
temperature est anormalement lente a cause des fluctuations de connectivite (cf. |24| pour 
des arguments similaires en dimension finie). II serait done interessant d'etudier la phase de 
basse temperature de ce modele, en esperant y trouver une trace de ces deux regimes hors 
d'equilibre. 
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3.4 Vers une methode generale pour les modeles de 
spins continus dilues 

La methode utilisee ci-dessus est limitee a ce cas particulier ou les spins sont continus 
avec une contrainte spherique globale, et ou l'hamiltonien ne fait interagir que des paires de 
spins. C'cst en effet a ces deux conditions que Ton peut diagonaliscr le systeme d'equations 
de Langevin et resoudre chacune des equations independamment. 

On va presenter dans cette partie une methode qui permet, au moins formcllcmcnt, de 
traitor les modeles ou lc nombre de spins dans chaque interaction est arbitraire, et com- 
portant des termes du type « soft-spin » . On designe sous cc vocable des potentiels qui 
s'appliqucnt localemcnt a chacun des spins (toujours des variables continues), corrcspon- 
dant dans l'hamiltonien a un terme J2i^( a i)^ ou ^ e potentiel V est souvent choisi comme 

V{a) = k(ct 2 - l) 2 . (3.60) 

Une telle contribution a l'energie favorise les configurations ou les Oi sont tous autour de ±1, 
on s'attend done a ce que ces modeles ait des comportements similaires a ceux des modeles 
d'Ising correspondant. Cela se justifie dans les systemes ferromagnetiques par des arguments 
d'universalite au voisinage de la transition, il est moins evident que le rapprochement entre 
les modeles soft-spins et Ising soit aussi pertinente pour les verres de spins jl 141 II If)] . 

On peut aussi faire une remarque sur la valeur du coefficient n. On dit souvent que l'on 
doit prendre la limite k — ► oo afin de retrouver le modele d'Ising. C'cst ccrtaincmcnt lc cas 
si Ton s'interesse a la statique et si Ton calcule une fonction de partition. En ce qui concerne 
les proprietes dynamiques, cette affirmation mcrite d'etre nuancee : le potentiel introduit 
une barriere energetiquc k pour passer d'un puits a l'autre. Dans la limite ou la hauteur de 
la barriere diverge, les transitions d'un minimum a l'autre du potentiel soft-spin n'auront 
lieu que sur des echelles de temps exponentiellement grandes en k, et non sur des temps finis 
comme on le souhaiterait. II faudrait done soit redefmir Pechelle de temps, soit, et e'est la 
voie toujours suivie a ma connaissance, garder une hauteur de barriere k finic (elle est meme 
la plupart du temps traitee comme une perturbation). 

Ces reserves sur l'equivalence avec les modeles du type Ising etant posees, on peut con- 
siderer les versions soft-spins comme dignes d'interet pour elles-memes. On les prend done 
comme point dc depart dans la suite de cette partie, ou l'on prescntera le formalismc bien 
connu dc Martin-Siggia-Rose, puis sa reformulation en terme de champs supersymetriqucs. 
L'analogie formcllc entre ces notations supersymctriques et les calculs statiques par la meth- 
ode des repliques est ensuite exploitee pour formuler les equations dynamiques des modeles 
de champ moyen tant completement connectes que dilues. Finalcmcnt, une methode iterative 
de resolution, inspiree de celle utilisee dans la partie EQ31 est suggeree pour le cas dilue. 

3.4.1 Formalisme fonctionnel 

Considerons un systeme decrit par les variables continues a = {ai, . . . , on}, avec un 
hamiltonicn gencrique H[a]. On introduit une notation pour les derivees particlles dc H, 



dH d 2 H 

doi l d<7id<jj 



h* = — , ^=«r^r- ( 3 - 61 ) 



On cherche a etudier le comportement de ce systeme lorsque son evolution est regie par des 
equations dc Langevin : 

j t <Ti(t) = -Hi[a(t)} + hi(t) + &(t) , (3.62) 
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avec £ un bruit blanc gaussien determine par ses deux premiers moments, (&(£)) = 0, 
(£i(£)£j(t)) = 2TSijS(t — t'). Les champs /ij sont des champs exterieurs qui vont permettre 
de calculer les fonctions dc rcponsc du systeme (ils correspondent a l'ajout de termes — ft.j<7j 
a l'hamiltonien, ils sont done couples naturellement aux variables cr,). On prend commc 
instant initial de revolution t = 0, instant auquel la configuration c(0) a une certaine loi de 
probability. La solution <7j(£) de l'equation de Langevin depend de la condition initiale <r(0), 
ct dc toutc l'histoire des champs exterieurs h et du bruit thcrmiquc £ entre l'instant initial 
et l'instant t. Pour simplifier les notations dans la suite, on appcllcra Si(t) la solution des 
equations de Langevin, la dependance en er(0), h et £ etant sous-entendue. 

Le systeme est caracterise par ses fonctions de correlation ct dc rcponsc, definics par 



R(h,U 



C(h,ti, 

,ik,tk',ik+l,tk+l: 






(Su(*l). 



■ s ln (t n ))\ h=0 

S n-k 



(3.63) 



5h ik+1 (tk+i) ■ ■ .5h ln (t n ) 



(Sn(*l) • • • S ik {t k )) 



h=0 



oil (•) designe une moyenne sur la condition initiale ct sur les histoires du bruit thermiquc. 

Une mcthode de calcul de ces fonctions, initiee par Martin, Siggia et Rose |116j . Jannsen [11 7) 
ct dc Dominicis |118) . consiste a ecrire une fonctionnclle generatrice dynamique pour revo- 
lution des spins, 



Z[n, h] = ( exp 



dt Vi{t)si(t) 



(3.64) 



Les fonctions de correlation et de reponse peuvent alors s'exprimer comme des derivees 
fonctionnelles de Z par rapport a la « source » r\ et au champ exterieur h, 



C(ii, ii, . . . , i n , t n ) — 

R[il,ti, . . . , if., tk'i ik+l: tk+l, ■ ■ ■ j ini t n ) = 



S-q^iti).. .8r] ln {t n ) 



Z[r,,h] 



r)=h=0 



6r) il (ti)...dr)i k (t k )6h ik (i H 



■ Sh in (t n ) 



Z[T},h] 



(3.65) 



r)=h=0 



Pour eviter d'expliciter la solution Si(t) des equations de Langevin, on insere formellement 
une representation de l'identite comme une integrale de chemin sur les trajectoires <7i(t), 



1= f DaY[S(ai(t) - Si (t)) 



(3.66) 



La contrainte selcctionnc la sculc trajectoire qui nous intcrcssc, <Ti{t) — Si(t). Le produit sur 
les instants t doit etre compris comme une discretisation infinitcsimalc dc l'axe temporel. 
On a aussi intcgrc la loi de probabilite sur la condition initiale <r(0) a la mesure fonctionnclle 
Da. 

Introduisons la fonctionnclle de a suivantc : 



F i {t) = fr i {t)+H i [a{t)\-h i {t) . 

Les equations de Langevin peuvent alors se reecrire £»(£) = Fi(t), et l'identite 
apres le changement de variables a — > F : 



l = jDal[8W)-W))J[<r] 



(3.67) 
devient 

(3.68) 



J est le jacobien de cc changement de variables, que Ton cxplicitcra dans quelqucs ligncs. 
On a sculcmcnt besoin pour l'instant d'admcttre qu'il est independant des champs hi. On 
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peut maintenant exponentier la contrainte £$(£) = Fi(t) a l'aide de champs &i(t) (il est sous- 
entendu qu'ils sont a integrer le long de l'axe imaginaire). Le bruit £ apparait alors comme 
exp[^\ f dt £i(t)&i(t)]. Ce bruit ayant une distribution gaussienne, l'integrale sur £ se fait 
immcdiatcmcnt, pour conduire a : 

Z[r},h] = rDaD&e- s M + X*fo~<WHW* i (t)+h i {t)» i (t)) } (369) 

/•OO 

-S[a,a] = MJW]) + J2 tttai(t)(T&i(t)-&i(t)-Hi[a(t)]). (3.70) 

i Jo 

On voit alors a partir des expressions (|3.65|) que les fonctions de correlation et de reponsc 
s'expriment comme des moyennes des champs a et a avec le poids exp[— S[a, a]], on peut 
done supprimer a partir de maintenant les sources 77 et h. 
Explicitons le jacobien J [a] 4 . II est de la forme 



5(Jj 



(3.71) 



ou le determinant est a la fois matricicl (a cause des indices de sites) et operatoriel (a cause 
de la dependance temporelle) : 

g| = ^-0(^4 + %[^)]). (3.72) 

Ccttc expression etant independante des champs hi, leur abandon dans la suite est Justine. 
En supprimant la valeur absolue dans le jacobien (les equations de Langcvin etant causales, 
il y a univocite du changement de variables, le determinant a done toujours le meme signe), 
on peut l'exponentier avec des champs de variables de Grassmann ip et %jj. Ceci conduit a 
un poids exp[— S[(T, <t, ip, ip]] avec Taction 



S[a,cr,ip,il)] Y, I dt\Ta l {t) 2 ^a i {t)a l {t) + i; l (t)ijj l (t) 



dt 



(3.73) 



Les termes de la premiere ligne sont independants du modele, alors que ceux de la deuxieme 
varient selon l'hamiltonien H considere. 

Les equations de Langevin purement conservatives, e'est a dire dont les forces decoulent 
d'un potentiel comme on l'a suppose ici, conduiscnt a des actions fonctionnelles qui presen- 
tcnt un certain nombre de symetries [1191 I12UI I121J . Certaines mclangeant les champs 
« bosoniqucs » {c, o - } et ceux « fcrmioniqucs » {tp^t/j}, on parle souvent de supersymetrie 
(SUSY) a leur cgard. On va ici se servir de la supersymetrie plutot comme une notation com- 
pacte, et pour exploiter l'analogie qu'elle permet de tracer avec les calculs par la methodc 
des repliques. 

Etcndons done la coordonncc temporelle t en une « super-coordonnee » a = (t a , a , 6 a ), 
ou 9 a et 9 a sont deux variables de Grassmann. II s'avere alors utile de reunir les differents 
champs {a, a,?p,?p} dans un « super-champ » $ fonction de a, 

$i(a) = <T l {t a )+~6 a ij l (t a )+4, l {t a )0 a + a. l {t a )6 a e a . (3.74) 



4 En toute rigueur il depend de la regie de lecture utilisee dans la discretisation des equations de Langevin. 
On passera cette subtilite sous silence. 
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Notons que chacun de ces termes faisant intervenir un nombre pair de variables de Grass- 
maim, le superchamp a les proprietes d'un nombre commutant habituel. L'action (|3.73l) so 
reecrit en termes du superchamp commc 

Sm = ~J2 f da $ 4 ( a )/C$ 4 (a) - j da H[<h[a)\ , (3.75) 

i 

ou da = dt a d6 a d6 a est l'element d'integration sur la coordonnee etendue, et /C designe un 
operateur differentiel, 

d d 2 d 2 

K=-£-- 20-f-— - 2T _ . (3.76) 

dt a oe a dt a de a de a y ' 

La partie de Taction dependant de Phamiltonicn a pris une forme extrcmement simple. On 
peut se convaincre de sa veracite en faisant un developpement limite de H [$(a)] en puissance 
des variables de Grassmann a et 8 a : par definition lc developpement s'arrete apres un 
nombre fini de termes puisque les variables de Grassmann sont nilpotentes. On constate 
ensuite que les seuls termes qui survivent a l'integrale sur 9 a et 9 a sont ceux presents dans 
(ET73I) . 

On notera a partir de maintenant (•) les moyennes sur les super-champs avec le poids 
donne par l'equation (|3.75() . Les super- fonctions de correlation contiennent les fonctions de 
correlation et de reponse initiales, puisque $ a ete defini a partir des champs a et a. En 
particulier la fonction a deux points s'ecrit 

Q tJ ( ai b) = ($^0)^(6)) = Cij(t a ,tb) + {Ob-0a)(O b R t j(t a ,t b ) - 6 a R Jt (t b ,t a )) . (3.77) 

On a utilise ici certaines symetries de l'action pour transformer les correlateurs fermioniques 
en fonctions de reponse |121j . Par contre on n'a pas impose l'invariance par translation dans 
le temps et le theoreme de fluctuation-dissipation (on reviendra sur ces proprietes dans la 
suite) . 

La forme supersymetriquc (|3.75|) de Paction a l'avantage d'etre d'une part tres compactc, 
et d'autre part de presenter une analogic avec les calculs statiques par la methode des 
rcpliques (cf. |122j pour une presentation approfondie de cette analogie) . Au terme cinetiquc 
J da $i(a)/C$i(a) pros (qui est quadratique et local dans l'cspace des sites), Taction est 
donnee par l'hamiltonien du systeme dans lcquel on a remplacc la variable Oi par le super- 
champ <&i(a), et cette expression est sommee sur la super-coordonnee a. Or la puissance 
n-eme de la fonction de partition, que l'on calcule dans la methode des repliques, s'ecrit : 

Z = Tr^e-^W => Z n = Tr . 1 ,... CT „ e - /3E "=i i?[<T ° ] . (3.78) 

On a formcllcmcnt la meme expression, l'indice des rcpliques corrcspondant a la supcr- 
coordonnce de l'approche dynamiquc, lc champ rcplique au super-champ. 

Le paragraphc suivant s'appuicra dc manicre cruciale sur cette analogie : les calculs seront 
esscnticllement les memes que ceux menes pour le probleme de matrices aleatoires, on nc 
repetera done pas tous les details. 

Dcfinissons avant cela deux types de produit pour des fonctions supersymetriqucs a deux 
points du type dc H3.77(l : 



(Fi®F 2 )(a,b)= I dcF 1 (a,c)F 2 {c,b) , (F 1 . F 2 ) (a, b) = F 1 (a,b)F 2 (a,b) . (3.79) 

Le premier, dit produit de convolution, s'intcrprcte comme un produit de matrices si l'on 
rcgardc les coordonnces supcrsymetriques comme des indices discrcts, ce qui est le cas dans 
l'analogic avec une theorie rcpliqucc. Dans cc contcxte le produit direct de la deuxicme 
definition correspond a un produit de Hadamard. 
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3.4.2 Modeles de champ moyen 

La demonstration de la forme (J3.75J) de Paction dynamique presentee ci-dessus est valable 
quclque soit l'hamiltonien du systcmc. Intcrcssons-nous maintenant au cas ou 1'hamiltonien 
contient des variables gelees, et notons [•] les moyennes sur ce desordre gele. On s'attend a ce 
que les fonctions de correlation et de reponse globales soient auto-moyennantes (concentres 
autour de leur moyennes par rapport a la distribution du desordre), on veut done calculer 
leurs valeurs moyennes. Prenons par exemple un hamiltonien qui contient des termes soft- 
spins et une partie d'interaction entre p spins, 

N 

H(ff)=HU(Z) + J2V(a i ) , ff«(c?) = - Y, Jii...i,<rii ■■■<*, ■ ( 3 - 80 ) 

On supposera que les couplages Ji t ...i sont des variables alcatoircs gelees independantes, et 
identiquement distributes avec une loi P{J)- 

Comme la fonctionnellc generatrice dynamique evaluee sans sources vaut 1 independam- 
ment de la realisation du desordre |118j . il suffit de calculer la moyenne de Z et non celle 
de son logarithme, ce qui evite l'introduction de rcpliqucs (sauf si la condition initialc est 
correlee avec le desordre gelee, une situation consideree par exemple dans |123II124| '). 

Autrement dit, les fonctions de correlation moyennees sur le bruit thermique et sur lc 
desordre gele sont donnees par 

[(•)]= /*£$. [e- 51 * 1 ] . (3.81) 



La contribution de e~ s qui depend du desordre est exp[— J da iJ^'[$(a)]]. Pour calculer sa 
moyenne, il est naturel d'introduire alors l'analoguc supersymetrique du parametre d'ordrc 
c(cj>) |321 utilise pour le calcul de la densite d'etat des matrices : 

1 - 
c($) = j;J2m-*i}, (3-82) 

ou <$[...] impose l'egalite <&(a) = <&i(a) pour toutes les super-coordonnees a, a l'instar de 
Pequation (|3.28|l oii l'egalite etait imposee pour tous les indices de replique. Definissons alors 

e Jx ] , (3.83) 



g(x) = iiV 1 "- 1 In lfdJP{J)t 



de maniere analogue a H3.30J) . La moyenne du terme dependant du desordre dans le poids 
des trajectoires des super-champs s'exprime done, dans la limite thermodynamique, comme 



e -Jda H«[*(a)] 



exp 



N J £>*!... D^ p c(*!) . . . c(%) g( J da*i{a)... %(a) 



On peut alors suivre la meme demarche que dans le calcul du spectre de matrices pour 
integrer sur les champs originels $, ce qui conduit a : 



[(•)] = Dc • exp N (- J I>*c(*)lnc(* 



) (3.84) 



D*c(*) fda(-^(a)K^(a) + V(^(a)) 
f D*! . . . D^ p c(*i) . . . c(%) g ( f da*i(a) . . . ¥ p (a) 
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Dans la limite thermodynamique cette integrate est domince par la contribution du col c* 
qui verifie 



/da(-|$(a)iC$(a) + y($(a))J (3.85) 

+p / M 2 ...D* p c»(f 2 )...c»($ p ) g ( / da<P(a)^ 2 {a)...^ p {a 



c»($) = Wexp 



oii N est une constantc dc normalisation. Une fois cette equation resolue, on peut obtcnir 
les fonctions de correlation et de reponse moyenne globale, 

N 

-^[($ i (a 1 )...$ l (a„))]= /D*c(*)*(oi)...*(o„). (3.86) 

i=l J 

II ne reste plus qu'a expliciter les composantes bosoniques de ces super-correlateurs pour 
exprimer les fonctions de correlation et de reponse qui etaient l'objectif initial de l'etude. 

3.4.3 Le cas completement connecte 

Afin de rendre l'etude precedente, pour le moins abstraite, un peu plus explicite, con- 
siderons le cas du modele p-spin spherique completement connecte. Celui-ci a ete largement 
etudie dans lc passe, on pourra trouver une revue de ses proprietes dans |125j . 

Dans 1'hamiltonicn d'intcraction l|3.80|) . on suppose done que les couplages Ji ± ...i sont 
distributes scion une loi gaussienne de moyenne nulle, avec [Jf i ] = (p\Jq)/(2N p ~ 1 ). On a 
done selon la definition l|3.83|l g(x) = JqX 2 /4. Comme le modele est spherique, la contrainte 
Si a i(f) = N doit etre imposee par un multiplicateur de Lagrange dependant du temps fi(t), 
qui apparait dans (|3.8U|) comme V(a) = u,(t)a 2 . Ce terme etant quadratiquc en a, on peut 
de maniere cquivalente l'incorporer dans /C, et noter IC S = JC — fi(t) ce nouvel opcratcur. g(x) 
etant une fonction quadratique, l'equation l|3.85|l va admettre une solution c* gaussienne, en 
analogie avec le calcul de la densite de valeurs propres de Penscmble gaussien orthogonal. 

Posons en effet 



c*($) = Afexp 



■- I ' dadb>S>{a)Q- l {a,b)<S>{b) 



(3.87) 



oil l'inverse Q 1 est par rapport au produit de convolution <g>. Le membre de droite de l|3.85|l 
peut alors se calculer, en particulicr 



J D^! 2 . . . DV P c*(* 2 ) • ■ • c*(* p ) g(fda $(a)* 2 (a) . . . *„(a) 

= ?± J dadb $(a)Q'( p - 1 )(a,6)$(&) . (3.88) 



L'equation de point col (|3.85(l est done verifiec si les noyaux des gaussiennes des deux mem- 
bres sont egaux, autrement dit si 

Q- 1 (a,b) = 6(a-b)!C s - p^Q <p - l) {a,b) . (3.89) 

Multiplions (dc convolution) les deux membrcs de cette equation par Q pour obtenir finale- 
ment : 

5(a -b) = (/C s ® Q){a, b) - p^Q-d*- 1 ) ® Q)(o, 6) . (3.90) 
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Ceci est la forme supersymetrique des equations dynamiques pour ce modele |2], que Ton 
peut expliciter en termes des fonctions de correlation et de reponse a deux points (on prend 
to, > % pour simplifier les notations) : 



dt a 



d 

R(t a ]tb) -n(t a )R(t a ;t b ) + I dtE(t a ;t)R(t;t b ) , (3.91) 

h 



—C(t a ,t b ) = -n{ta)C(t a ,t b )+ I dtZ{t b ;t)C(t,t a )+ I dt D{t b ,t)R(t a ;t) , 

Ot a Jo Jo 

ou les noyaux E et D sont donnes par 

D{tx) = p'^-c^tr- 1 , 

E(t;f) = p(p-l)^-C(t,tr~ 2 R(t;t'). (3.92) 

On pourra consulter |46j pour une discussion detaillee des proprietes de ces equations, en 
particulier le comportement hors d'equilibre de leur solution a basse temperature, ainsi que 
pour leur relation avec les versions schcmatiques de la theories du couplage de modes des 
liquidcs surfondus j50| . On reviendra sur ce sujet dans la partie IB~H 

Une interpretation alternative de ce resultat consiste a imaginer revolution d'un seul 
degre de liberte (« single spin equation ») qui conduirait aux memos equations pour la 
correlation et la reponse. Cela correspond a une equation de Langevin gcneralisee (une 
demonstration par la methode de la cavite dans le cas du modele SK se trouve dans [TH]). 

-cr(t) = -n{t)a{t) + / dt' E(i; t')a{t') + £(i) + v(t) . (3.93) 

dt Jo 

£(t) est toujours le bruit blanc gaussien modelisant l'interaction avec le bain thermique a la 
temperature T, mais l'influence du reste du systeme se traduit par l'apparition : 

- d'un bruit colore v{t) gaussien, de variance (v(t)v(t')) = D(t,t'). 

- d'une interaction retardee par rintcrmediaire du noyau £(£;£'). 

Autrement dit l'elimination des A^ degrcs de liberte du systeme de depart a fait perdre le 
caractcrc markovien des equations de Langevin dont on est parti, et se traduit par l'appari- 
tion d'un bain colore dont les proprietes doivent etre determinees de maniere auto-coherente 
par Pintcrmcdiaire des equations H3.92(l . 

On trouvera dans le chapitre suivant d'autres exemples de ce phenomene : assez gcncralc- 
ment, l'elimination d'une partie des degres de liberte d'un systeme conduit a des equations 
effectives plus compliquees que celles qui decrivaient la dynamique microscopique origincllc. 

3.4.4 Le cas dilue 

La relative simplicite du cas completement connecte se traduit par le caractere quadra- 
tique de g(x), ce qui permet de trouver une solution de l'equation du col Ij3.85|l avec une 
forme gaussienne 5 . On peut s'interroger sur la generalite de cette situation. En fait le meme 
phenomene d'« universalite » discute dans la partie sur le spectre des matrices aleatoires se 
produit ici. Rappelons que dans le cadre des matrices aleatoires, on avait conclu que pour des 
elements de matrice distribues independamment et de maniere identique, la seule distribu- 
tion qui ne conduise pas a la loi du demi-cercle corrcspondait au graphc alcatoirc poissonicn 

°Ceci n'est en toute rigucur vrai que pour les modeles spheriques : les interactions soft-spin, meme pour 
un modele completement connecte, sont non quadratiqucs. On peut cependant les traitor en perturbation 
en esperant que la physique ne sera pas trop modificc. 
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(a l'exception des lois larges de Levy pour lesquelles l'argument n'est pas valable). On peut 
faire ici le meme type de raisoimement pour montrer que dans la limite thermodynamique, 
si l'on veut que la fonction g(x) definie par l|3.83[) reste finie sans etre quadratique, on doit 
prendre une loi de probabilite des couplages Ji 1 ...i p dc la forme 

up\ \ ap\ 



Autrement dit les interactions forment un hypergraphe poissonien avec en moyenne aN 
plaquettes presentes. Rappelons que dans ce cas la connectivity d'une variable, i.e. le nombre 
d'intcractions auxqucllcs cllc appartient, est une variable aleatoire poissonnicnne de moyenne 
ap. On trouve alors pour la fonction g : 

g{x) = -a + a J dJ Tr(J)e Jx . (3.95) 

Prenons par exemple une distribution ir bimodalc symctriquc en ±Jo, pour laqucllc g(x) = 
—a + acosh(Joa;). 

Avant de poursuivre cette etude, il convient de verifier si les modeles dilues avec des 
variables continues vont presenter le meme genre de pathologie que celle du modele de 
Viana-Bray spherique. Un petit raisonnemcnt montre que la situation pour des modeles 
sphcriqucs est encore plus grave : les couplages Jo etant d'ordre 1 dans le cas dilue, on 
peut imaginer que les variables vont se localiser tres fortement sur un nombre fini de sites. 
Leurs composantes sur ces sites seront d'ordre N 1 ' 2 pour verifier la contrainte spherique, 
l'energie dc ces plaquettes sera done d'ordre N p / 2 , done largcmcnt favoriscc par rapport 
aux configurations ou toutcs les variables sont d'ordre 1, qui ont une energie extensive. 
Heureusement, cc phenomene de forte localisation peut etre contrecarrc par l'introduction 
de termes soft-spins, par exemple 

V(a) = k(ct 2 - 1)™ . (3.96) 

Dans la situation de forte localisation sur un nombre fini de sites, la contribution dc J^. V(<Ji) 
a l'hamiltonicn sera d'ordre N n . II sufHt done dc prendre n > p/2 pour empecher la locali- 
sation d'etre energctiqucment favorisc. 

Rcvenons a l'cquation du point col (|3.85(l . Ellc peut se reecrire comme 



c*($) = ATexp 



--$(o)X;$(o) + V($(a)) 



(3.97) 



^ £ ~ aP k!~ / D * 2 ' • ' m p c * ( * 2) ■ ' ■ c *(*p) cosh ( Jo / da $ ( a )*2(a) ■ ■ ■ ®p(a) 

On peut interpreter cette equation comme ceci : c*(<I>) est la probabilite que la trajectoire 
du superchamp $j d'un site i choisi au hasard soit egale a $. Le premier facteur du membre 
de droite correspond a revolution « libre » , e'est-a-dire l'influence du bain thermique et du 
potenticl local V. Dans la dcuxicmc lignc, k correspond au nombre d'interactions auxqucllcs 
la variable appartient, pour chacune de ces plaquettes les trajectoires des superchamps des 
p — 1 autres variables sont combinccs pour cxprimcr leur influence sur la variable choisie. 

3.4.5 Perspectives 

On pourrait, par pure provocation, dire que le probleme de la dynamique des modeles 
dilues est ici rcsolu : il « suffit » simplement de rcsoudrc cette dcrniere equation pour calculer 
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toutes les fonctions de correlation et de reponse de ces modeles. Cela n'est bien sur qu'une 
boutade, car resoudre exactement cette equation semble sans espoir. On peut cependant 
suggcrer une methode iterative approchee, inspiree de celle de Biroli ct Monasson pour 
les matrices aleatoires. Elle consisterait a chercher une solution approchee avec un c*($) 
gaussien, comme dans la limite completement connectee, inserer cette solution approchee 
dans le mcmbre de droite de (|3.97f) . et prendre lc membre de gauche comme nouvelle forme 
approchee. On aurait ainsi une prise en compte successive des fluctuations de connectivity 
locale du graphe. Pour l'instant cette idee n'a pas ete completement mise en ceuvre, mais 
cette piste meriterait surcment d'etre explorce. 

Rcmarquons aussi que l'approche par une equation effective single-spin du type de 1)3. 93J) 
presente elle aussi des difncultes. Si Ton peut ecrire formellement une telle equation, elle fait 
apparaitre des termes de friction retardee avec un nombre arbitraire de temps precedents, 
et la distribution du bruit effectif v est quelconque, au lieu d'etre gaussienne dans le cas 
completement connecte. 

Notons avant de conclurc cette partie que la solution c* de l'equation de col dans le 
cas dilue n'etant pas gaussienne, les fonctions de correlation et de reponse a n points ne 
s'cxpriment plus en fonction uniqucment des fonctions a deux points, comme e'est le cas 
pour des modeles completement connectes. Cette remarque a motive l'etude presentee dans 
le chapitrc|3 ou l'on s'interessera aux proprietes des fonctions de correlation et de reponse 
a plus que deux temps. Ceci devrait faciliter, a terme, la deduction de predictions physiques 
a partir de l'equation (|3.97|1 . 



Chapitre 4 

Dynamiques de spins discrets 



On va presenter dans ce chapitre les resultats des publications P4 sur la dynamique d'un 
algorithmic d'optimisation, et P6 qui concerne celle d'un ferromagnetiquc dime. Ces modclcs 
sont dc natures asscz diffcrentcs, la dynamique de l'algorithme ne verifiant pas de condition 
de balance detaillee. On peut pourtant etudier les deux problemes en suivant des demarches 
similaires. 

Dans une premiere partie je commencerai par presenter la methode de resolution en 
termes generiques. Elle permet de se concentrer sur revolution d'observables macroscopiqucs 
en « projetant » les degres de liberte microscopiques. A titre d'illustrationj 'applique ensuite 
cette methode au cas trivial du modele de Curie- Weiss, avant de passer a l'etude des deux 
travaux en question. 

4.1 Generalites 

4.1.1 Operateurs de projection 

Considerons un systeme decrit par des configurations microscopiques a que l'on suppose 
discretes, et qui a une evolution stochastiquc controlee par l'equation maitresse 

Probfa', T + 1) = Y^ W(a', a)Prob(a, T) . (4.1) 

a 

Le temps est discret ici, les W sont done des probabilites de transition entre deux config- 
urations. L'exemple canonique est un systeme de N spins d'Ising <7j = ±1, on a alors 2^ 
configurations microscopiques. Une modelisation habitucllc de la dynamique d'un systeme 
physique en contact avee un thermostat consistc a imposer les conditions dc balance detaillee 
aux probabilites de transition W, de maniere a attcindrc Pcquilibrc thermodynamique aux 
temps longs. On reviendra plus en detail sur ce point dans la suite de ce chapitre ainsi que 
dans le suivant. 

II est a priori impossible et pas directement interessant de resoudre le grand nombre 
d'equations couplees l|4.1|l pour suivre individuellement les probabilites de chacune des con- 
figurations microscopiques. L'information intercssantc sur le systeme est contenue dans un 
plus petit nombre de grandeurs macroscopiqucs (encrgic, magnetisation, densite dc partic- 
ules, ou d'autres selon les situations). Petit ne veut pas necessairement dire fini : pour un 
systeme de particules sur un reseau tridimcnsionnel par exemple, on peut s'interesser aux 
fluctuations dc densite de tout vecteur d'ondc. 
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On peut se « debarrasser » de l'information microscopique superflue et obtenir directe- 
ment des equations d'evolution pour les quantites macroscopiques, mais le prix a payer 
pour cette perte d'information sera l'abandon du caractere markovien de revolution. Cette 
idee peut se formaliser en utilisant des operateurs de projection, unc methode attribute a 
Mori |126| et Zwanzig |127| . et sur laquclle repose notamment la theorie du couplage de 
modes pour les liquidcs surfondus |5(Jj . 

Introduisons a cet effet une matrice W et un vecteur colonne p{T), indices par les con- 
figurations microscopiques, 

(W) s , 3 = W(a', a) , [p{T)) s = Prob(a, T) . (4.2) 

L'equation maitrcsse se reecrit alors comme un produit matriciel, 

p(T + 1) = Wp(T) . (4.3) 

Notons X(a) l'obscrvable macroscopique a laquclle on s'intcresse. Pour allcgcr les ccrit- 
ures on laisse sous-entendu le fait qu'elle pourrait etre elle-meme vectorielle. On peut par- 
titionner l'ensemble des configurations a selon les valeurs de X qui leur sont associees. La 
matrice V definie par 

est un projecteur (V 2 = V) dont Taction sur un vecteur colonne consiste a le « lisser » 
en faisant une moyenne sur chacune des partitions engendrees par l'observable X. On va 
poser p(T) = Pp(T) la loi de probabilite lissee, et q{T) = p(T) — p(T) son complement. En 
projetant l'equation maitresse il vient 

[p{T + 1) = VWp(T) + VWq(T) 

\q(T+l) = (i-V)Wp{T) + {i-T)Wq{T) ' 

oii 1 designe la matrice identitc. En iterant la deuxiemc equation il est possible d'climiner 
q ■ 

T 

p{T + 1) = VWp(T) + J2 PWdl - V)W) T 'p{T - T') , (4.6) 

T' = l 

en supposant que la probabilite au temps initial T = est telle que q(0) = 0. 

Par definition p 3 ne depend de a que par l'intermediaire de la valeur de l'observable 
X(a). L'equation projetee 1)4. 6|l determine done revolution des probabilites d'observation 
des differentes valeurs de X . Comme on pouvait s'y attendre, la perte d'information due a la 
projection est compensee par l'apparition d'une memoire de revolution passee de l'observ- 
able. 

On nommera approximation markovienne dans la suite de ce chapitrc l'approximation 
qui consiste a rcmplaccr (I4.6H par 



p(T + 1) = VWp(T) , (4.7) 

e'est-a-dire a negliger tous les termes de memoire. Cette approximation est a priori incon- 
trolce, on verra au cas par cas la qualite des predictions a laquelle elle conduit. Faisons deux 
rcmarqucs : 
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- Les resultats d'une telle approximation dependent bien sur de l'observable X sur laque- 
lle on projette. Plus celle-ci contient une description fine de la configuration micro- 
scopique, moins on perd d'information en passant au processus projete, et meilleurs 
devraient etre les resultats de l'approximation. 

- En termes plus parlants, cette approximation consiste a supposer qu'a chaque instant 
toutes les configurations microscopiques corrcspondant a une meme valeur de l'observ- 
able sont equiprobables. En effet q(T) = dans ce cas, et <|4.7|1 est alors correcte. Cette 
interpretation sera utile dans la suite. 

4.1.2 Processus « markoviens locaux » 

L'cvolution des observablcs macroscopiques d'un systeme physique prcsente souvent des 
caractcristiqucs particulicrcs. Pour un systeme de N spins d'Ising par cxemple, la magneti- 
sation totale M = J2i a i es t extensive, proportionnelle a la taille N du systeme. De plus on 
considere souvent des probabilites de transition qui relient les configurations ne differant que 
par le renversement d'un spin : la magnetisation ne varie done que d'une quantite finie sur 
un pas de temps clcmcntairc. On va etudier dans cette partie les proprietes de tels processus 
stochastiques, dans un cadre un peu plus general. 

Considerons une variable aleatoire X k d dimensions, qui prend des valeurs discretes, et 
qui evolue a chaque pas de temps T — > T + 1 selon l'equation maitresse markovienne 

Prob(X', T + 1) = Y^ W(X', X)Prob(X, T) . (4.8) 

x 

Cela pourrait notamment etre le resultat de l'approximation markovienne a partir d'une 
description microscopiquc ; on a cxplicite ici la possibilitc pour l'observable X d'etre mul- 
tidimcnsionncllc, et on reutilise la notation W en cspcrant qu'il n'y aura pas de confusion 
avec les probabilites de transition microscopiques. 

Supposons que Ton ait dans notre probleme un paramctre N 3> 1, et que les valeurs 
typiques de X soient d'ordre N. Le processus est dit ici « local » si la variation typique 
de X sur un pas de temps est d'ordre 1, et si les probabilites de transition W ne varient 
sensiblement que lorsque ses arguments varient sur des quantites d'ordre N. Autremcnt dit, 

W(X', X) = w(X' - X, X/N) , (4.9) 

avec w(A, x) non nulle pour A d'ordre 1, et sufhsamment reguliere dans la deuxieme variable. 
Introduisons deux notations : 

(.) T = ^.Prob(A ? ,T) , [•} g = J2»w(A,x). (4.10) 

X A 

La premiere correspond a une moyenne sur les trajectoires possibles de la dynamique, la 
deuxieme sur les transitions possibles de cette marche aleatoire au voisinage d'un point 
donne. Cette derniere moyenne est bien normalisee car l'equation maitresse definie par les 
W conserve la probability totale. 

On va d'abord s'interesser a revolution temporelle de la valeur moyenne de X. Pour deux 
instants successifs, il vient tres simplement 

(X) T+1 = (X) T + ([A]^ /JV ) T . (4.11) 

Comme on va le voir dans la suite, X est fortement pique autour de sa valeur moyenne dans 
la limite thermodynamique. On peut done intervertir les deux operations (•) et [•] dans le 
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dernier terme de l'equation l|4.11|l . II est alors naturel de definir un temps (quasi-) continu 
t = T/N , ainsi que la dcnsite de la valeur moyenne de X, 

m(t) = ±(X) T=Nt . (4.12) 

Posant v(x) = [A]g la derive moyenne au voisinage du point x, on obticnt en dcveloppant 
(14.11|) l'equation diffcrentiellc ordinaire 

jm{t) = v(m(t)) . (4.13) 

En resolvant cette equation avec la condition initiale appropriee, on a determine le com- 
portement moyen du processus stochastique. C'est en fait aussi son comportement typiquc, 
les fluctuations de X autour de Nrh sont d'ordre y/N. 

Interessons nous maintcnant a ces deviations autour dc revolution moyenne. Afin de 
rendre plus claire la suite de l'expose il est peut-etre utile de rappeler quelques proprietes 
des sommes de variables aleatoires independantes. Soit done X = Ai + • • • + Ajy la somme 
de N 3> 1 variables, distributes selon la loi w(A). On utilisera a nouveau la notation [•] 
pour denoter les moyennes sur cette loi w, et on pose v = [A]. D'apres le theoreme central 
limitc, X est une variable aleatoirc gaussienne centree sur Nv, avec des fluctuations d'ordre 
y/~N. Cependant cette forme gaussienne n'est valable qu'autour de Nv, les queues de la loi 
pour les valours improbables dc X ne sont pas decrites par le theoreme central limite. Ce 
regime dc grande deviation est l'objet du theoreme de Cramer, que l'on va retrouver ici de 
manierc hcuristiquc. Notons 



e tW 



e XA 



(4.14) 



la fonction generatrice de A. Comme X est la somme de 2V variables Aj independantes, il 

vient 

Y.PTobiX^* = e m & . (4.15) 

x 

Dans la limite TV — > oo la somme dans le membre dc gauche s'evalue par la methode du col. 
En posant Prob(X) ~ exp[— Nn(X/N)}, on s'apercoit que la fonction de grande deviation 
7r(x) et la fonction generatrice £ (A) sont des transformees de Legendre l'une de l'autre, 

7r(x) = min A-x — £(X) , £(X) — max A-x — ir(x) . (4-16) 



A 



A 



Le theoreme central limitc s'obticnt a partir de ce theoreme plus puissant en dcveloppant n 
autour dc x = v, ce qui revient a developper £ autour de A = 0. 

Revenons a notre probleme de processus stochastique. La valour del a l'instant t est 
aussi la somme d'un grand nombrc, Nt, de variables aleatoires Aj, mais qui ne sont ni 
independantes ni tirees avec la meme loi de probabilitc puisque w(A, x) depend dc la position 
x. L'idec dans la suite de cette partie consiste a exploiter les proprietes de « localite » du 
processus : sur un intcrvallc dc temps [t, t + e] avec e ^C 1 le deplaccmcnt du processus est 
la somme de eN variables Aj que Ton supposcra distribuees avec la meme loi w(A,x(t)). 
On utilisera done le theoreme de Cramer sur des petits intcrvalles de temps pour lcsqucls la 
marche n'a pas trop bouge. 
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II y a deux manieres d'exploiter cette idee. La premiere consiste a ecrire une equation 
aux derivees partiellcs sur la fonction generatrice. 

Inspire par le resultat du theoreme de Cramer, on pose 



Prob(X,T)~exp 



-Nit 



X T 



TV' TV I 
Introduisons aussi la fonction generatrice 



G(\,T) = (e l X) T r- 



E< 



N(\-x—x(x,t)) ^ Ng(\,t) 



(4.17) 



(4.18) 



En evaluant la somme sur X par la methode du col, on constate que g est la transformee de 
Legendre de it, <?(A, t) = max[A • x — ir(x,t)]. Cherchons maintcnant a ecrire l'equation qui 

X 

regit revolution de g. On obtient facilement 



G(A,T+1) = ( 



,AA 



X/N 



e ) T 



Le membre de gauche devient, en developpant 1'argument tcmporel de g, 



d 



G(A,T)cxp(- 5 (A,t) 



(4.19) 



(4.20) 



Defmissons aussi la fonction generatrice des deplacements microscopiques autour d'une po- 
sition donncc, 



,A-A 



_ e t(.*,2) 



Le membre de droite de (14. 1911 peut alors etre evalue par la methode du col, 

' dS e N(X-x-K(x,t)) e l(X,x) =G (X,T) e ^^*)) , 



(4.21) 



(4.22) 



ou x(A, t) est le point col de l'integrale. D'apres les proprietcs des transformccs dc Lcgcndrc, 
on a en fait x(A, i) = Vg(A, t). D'oii finalement l'equation aux derivees partielles qui gouverne 
revolution de la fonction generatrice : 



J^(A,i)=£(A,V 5 (A,i)) 



(4.23) 



Une fois que cette equation, completee par une condition initiale g(\,t = 0), est resolue, 
il reste a effectuer une transformee de Legendre inverse pour obtenir la fonction de grande 
deviation ir(x,t). On peut facilement verifier deux proprietes attendues de (|4.23|l : 

- elle conserve g(0, t) = 0, qui traduit la normalisation des probabilitcs. 

- elle permet de reobtenir l'equation l|4.13(l pour revolution dc la position moyenne avec 
m(t) = Vg(X,t)\ s . 

De plus on retrouvc naturellcment la forme habitucllc du theoreme dc Cramer quand £(A, x) 
est independant de x. 
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L'equation l|4.23|l se traduit en une equation equivalente sur la fonction de grande devi- 
ation : 

^- t Tr(x,t) = -£(fn(x,t),x). (4.24) 

Cette deuxieme forme est d'une moindre utilite pratique, 7r etant souvent plus irreguliere 
que g. Par exemple pour une condition initiale ou x est fixe a une certaine valeur xq, on a 
<?(A) = A ■ x"o, alors que tt(x) vaut +oo partout sauf en x$ ou il s'annulc. 

Une deuxieme approche a ce problemc de grande deviation consiste a ecrire, sous forme 
d'intcgrale de chemin, la probabilite de toute une trajectoire {x(t)} pour t G [0,i/]. On 
l'obtient en decoupant l'axe des temps en intervalle de longueur e et en utilisant le theoreme 
de Cramer sur chacun des intervallcs. Prcnant finalcmcnt la limite e — ^ il vient 



Prob[{f(t)}] ~ / D\ exp 



N f ' dt f-A(i) ■ $(t) + £(\(t), x(t)j\ 



(4.25) 

De cette representation en integrate de chemin on peut obtenir la fonction de grande devia- 
tion a l'instant tf comme 



p -Nn(s f , tj ) _ I DSDX exp 



N f f dt (-X(t) ■ x(t) + £(X(t), x{t))\ 



(4.26) 

ou l'integrale fonctionnelle sur les trajectoires {x(t)} doit etre restreinte a celles qui verifient 
x(tf) = Xf, et doit etre ponderee selon la distribution de probabilite de cc a l'instant initial. 
Le lien entre rapproche par la fonction generatrice (|4.23|) et celle de l'integrale de chemin 
fait apparaitrc, de maniere assez frappante, une analogie avec le formalisme de la mecaniquc 
analytiquc. En effct, revaluation de l'integrale de chemin l|4.26() par la methode du col 
conduit aux equations suivantes pour les trajectoires dominantes : 

(x-(t) = V x £(X(t),x(t)) (42?) 

e'est-a-dire des equations de mouvement classiquc ou x et A sont des moments conjugucs 
l'un de l'autre. La fonction £ s'interprete comme un hamiltonien, et l'equation sur la fonction 
generatrice (14.231 correspond a l'equation de Hamilton-Jacobi de ce probleme de mecanique. 
On peut done interpreter g comme la fonction generatrice du changement de variables canon- 
ique, qui n'est autre que la transformee de Legendre de Paction (au sens mecanique du terme). 
Cette action apparait aussi comme le poids de l'integrale de chemin, ce qui nous ramene a 
l'interpretation originelle de 7r et g comme transformees de Legendre l'une de l'autre. 

Pour conclure cette partie, remarquons que la presentation utilisee etait loin d'etre 
rigoureuse. En particulier la notation ~ ne designait pas des vrais equivalents, puisque 
seulcment les termes exponcntiels en N ont etc conserves, en negligeant tous les prcfac- 
teurs algebriques. Ces resultats peuvent pourtant, au prix d'enonces plus precis, prendre un 
sens mathematique. La concentration de revolution typique autour de revolution moyenne 
solution de l'equation differentielle ordinaire l|4.13|l est par exemple un cas particulier du 
theoreme de Wormald |128j . Ce type de raisonnement est souvent utilise en informatique pour 
prouver des bornes inferieures sur le seuil de satisfiabilitc 129 . Pour un enonce rigoureux 
des principes de grande deviation, on pourra se referer a |lriC1j . 
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4.2 Le modele de Curie- Weiss 

Dans cette partic on va illustrcr cc formalisme gcncrique dans un cas tres simple. Con- 
sidcrons a cet effet lc modele de Curie- Weiss, alias lc ferromagnctique sur le graphe complct. 
Chacun des N spins d'Ising Ui du modele intcragit avee tous les autrcs, ct avec un champ 
exterieur d'intensite h, ce qui conduit a l'hamiltonicn 

i,j i 

Le couplage entre spins est d'ordre 1/N de maniere a avoir un hamiltonien extensif. On 
prendra J = 1 dans la suite, ce qui revient a redefmir l'echelle de temperature. 

Les proprietes statiques du modele sont determinees tres simplement. L 'hamiltonien ne 
depend en effet de la configuration microscopique que par Pintermediaire de la magnetisation 
M = £\ G%i l a fonction de partition s'ecrit done 



r M 2 



E ( N-M 



M=-N 
N—M pair 



P— + [3hM 



(4.29) 



Dans la limite thermodynamique on peut evaluer le coefficient binomial avec la formule de 
Stirling et transformer la somme en une integrale, que l'on calcule par la methode du col. 
On aboutit alors a l'cxprcssion de l'cncrgie libre par site 



/ = 



1 2 1 / 1 + TO 1 + TO 1 — TO —TO 

- —to — hm — - I In In 

2 13 



(4.30) 



ou m = M/N est la magnetisation par site. On reconnait dans cette expression la decompo- 
sition en partie energetique et entropique. La magnetisation spontanee du systeme minimise 
l'energie libre. Elle verifie l'equation m = tanh(/3(m + /i)), avec done une temperature inverse 
critique en champ nul de (3 C = 1. 

Les proprietes dynamiques de ce modele ont ete etudiees dans |131j . On reconsidere ici 
cette etude, en s'appuyant sur le formalisme devcloppe dans la partie prcccdcntc. 

Prenons revolution dynamique habituellc pour des systcmes de spins d'Ising : a chaque 
pas de temps, un des N spins est choisi au hasard, on calcule la variation d'encrgie A.E 
que son renvcrsement induirait dans lc systeme, et on effectuc le renversement avec une 
probabilite R(AE, (3). De maniere a, atteindre l'cquilibrc thermodynamique a la temperature 
inverse /3, on impose la condition de balance detaillee sur R, sous la forme 

R(AE, 13) = e~^ E R{~AE, (3) . (4.31) 

Les taux de transition les plus connus, qui respectent tous deux cette condition, sont ceux 
de Metropolis et de Glauber, 

i?Mctropoiis = min(l,e- /3AB ) , (4.32) 

^Glauber = \ U - tanh {^- J J . (4.33) 

Ici la projection de la dynamique est triviale. II est clair en effet que les configura- 
tions microscopiques avec la meme magnetisation sont equiprobables a tout instant si Ton 
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part d'une condition initiale uniforme sur les configurations d'une magnetisation donnee. 
Autrement dit on ne perd pas d'information en passant a la dynamique sur la magnetisa- 
tion, qui reste markovienne. De plus l'energie d'une configuration s'cxprime en fonction de sa 
magnetisation. Dans une configuration de magnetisation par site m, le spin choisi au hasard 
est de signe a avec la probabilite (1 + ma)/2, et la variation d'energie du systeme s'il est 
ffippc vaut AE = 2a(m + h) (a des termes d'ordrc 1/JV pros). La magnetisation totale M 
varie alors de — 2a. On est done dans le cadre general d'un processus markovien local ctudic 
dans la section precedente, avec 

w(-2,m) = i-^i?(2(m + /i),/3) , (4.34) 

w(2,m) = ——R(-2(m + h),f3), (4.35) 

w(0,m) = 1 -w(-2,m) -w(2,m) . (4.36) 

Suivant toujours les notations gcncrales, la variation moyenne de la magnetisation lors d'un 
pas de temps a partir d'une configuration de magnetisation m s'ecrit 

v(m, j3) = (1 - m)R{-2(m + h), (3) - (1 + m)R(2(m + h), (3) , (4.37) 

La magnetisation moyenne evolue done selon l'equation differentielle m(t) = v(m(t), f3). 
Utilisons la condition de balance detaillee pour transformer cette equation en 

m(t) = -R(2(m(t) + h), (3) ((1 + m(t)) - (1 - m(t))e 2(l(m ^ +h ^A . (4.38) 

Partant d'une condition initiale m(t = 0) = mo quelconque, on atteint aux temps longs une 
magnetisation stationnaire m* telle que v(m* , f3) = 0. Sous la forme l|4.38(l il est facile de voir 
que m* verifie m* = tanh(/?(m* + h)). Commc il se doit, la condition dc balance detaillee sur 
les probabilites de transition implique que les points fixes de revolution dynamique sont les 
extrema de l'energie libre thcrmodynamique. L'equation l|4.38|l permet en outre de decrirc 
la relaxation vers l'cquilibrc a partir d'une magnetisation initiale qui en est arbitrairement 
cloignee. 

On va etudier plus en details la stabilite de ces points fixes, ainsi que le comporte- 
ment critique au voisinage de (3 C = I. Prenons pour simplificr h = 0. On a par definition 
v(m*(P),P) = 0. La stabilite du point fixe m*(/3), ainsi que le comportement du systeme 
aux temps longs, est controlee par le developpement de v autour de m* . En definissant lc 
temps de relaxation r par m(t) ~ m* + Ce _f ' r , on obtient 

t= (R(2m*,(3)(l + e 2l3m '(l-2p(l-m*)))) . (4.39) 

En accord avec la stabilite thermodynamique, le point fixe paramagnetique m* = est 
dynamiquement stable a haute temperature (r > pour (3 < f3 c ), et instable a basse tem- 
perature (r < 0). Dans ce dernier cas ce sont les solutions fcrromagnctiqucs ±m* ^ qui 
attircnt la dynamique aux temps longs. 

La divergence du temps de relaxation quand on s'approchc de (3 C dans la phase param- 
agnetique s'obtient facilcment a partir de cette expression, 

(ft-r' oJ a s ■ (4.40) 



P p-, K 2R(O,0 C 



Dans la phase ferromagnetique, il faut developper (|4.39|) autour de m*((3) ~ \JS{(3 — (3 C ), 
on trouve alors 
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Fig. 4.1 - L'allure de l'energie libre en presence d'un phcnomene de metastabilite. 



L 'amplitude de ces divergences depend de la dynamique microscopique par l'intermediairc 
de i?(0,/3 c ), mais le rapport des deux amplitudes est universel, il vaut 1/2 quelque soit la 
dynamique microscopique. 

Exactement a /3 = /3 C , le premier ordre du developpement de v en puissances de m 
s'annule, le deuxieme est nul pour des raisons de symetrie par renversement du signe des 
spins, e'est done le troisieme ordre qui est pertinent. On a aux temps longs m ~ m 3 , ce 
qui implique que la magnetisation (si elle etait non nulle dans l'etat initial) s'annule comme 
t^ 1 ' 2 . Comme l'energie est le carre de la magnetisation, elle va vers sa valeur d'cquilibre 
comme t . 

II restc un dernier aspect de la dynamique a traitor. Supposons que Ton soit en presence 
d'un champ exterieur h > 0, et que la temperature soit suffisamment basse, de telle sorte 
que l'energie libre f(m) ait Failure schematise* sur la figure |4~T1 Si la magnetisation initiale 
m(t = 0) = m,Q est plus petite que m®, le calcul du comportement typique presente ci- 
dessus conduit a la conclusion : m(t) — > m\ quand t ~ > oo. Autrcment dit le systcme reste 
bloque dans l'etat metastable de magnetisation mi. II est clair que l'on arrive a ce resultat 
parce que la limite thermodynamiquc TV — > oo a etc prise avant la limite de temps longs 
t — > oo. Pour un systeme de taillc A^ finic, la condition de balance dctaillce implique qu'aux 
temps suffisamment longs, les configurations sont echantillonnees par la dynamique selon 
la distribution d'cquilibre de Gibbs-Boltzmann, et done la magnetisation typique vaut m^, 
quelque soit la condition initiale. Comme le temps de relaxation du processus de Markov 
diverge avec la taille du systeme, quand on prend la limite thermodynamiquc avant celle des 
temps longs l'ergodicite est brisee et le systeme reste confine dans l'etat metastable. 

On peut etre plus precis et calculer la divergence de ce temps d'ergodicite dans la limite 
thermodynamique. II faut pour cela etudier la fonction de grande deviation 7r(m, t). Sa 
transformee de Legendre g(X,t) evolue selon l'equation (|4.23|l . ou 



^(A, m) = In 



1 — m 



R{-2{m + h),l3){e IX - 1) + 



1 



-R(2(m + h),f3)(e- ZA - 1) 
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(4.42) 

En utilisant la condition de balance detaillec, on peut montrer que la solution stationnairc 
attcinte aux temps longs, g as (A) = g(X,t — > oo) verific 

, 9as (A) = tanh(/3(<4 (A) + h) + A) . (4.43) 

En integrant cette equation avec la condition s£g(0) = mi, on obtient finalement 

7Tas("T-) = /?/( TO ) — /?/( TO l) j pOUl' 777 < TO2 ■ (4.44) 

Les grandes deviations autour de la magnetisation typique metastable sont controlees par 
l'energie libre grace a la condition de balance detaillee. En particulier la probabilitc d'unc 
grande deviation jusqu'au maximum mi de l'energie libre est exponentiellement petite, en 
exp[— N/38]. Le temps de vie de l'etat metastable va diverger de maniere inversement pro- 
portionnelle a cette probabilitc, 

i org - cxp[AT/3(5] . (4.45) 

A nouveau lc signc d'equivalcncc n'est pas utilise dans son sens mathematique, ce resultat 
est affecte d'un prefacteur polynomial en N, calcule dans |131| . 

Ce resultat n'est evidemment pas surprenant, puisqu'il correspond au temps d'activation 
d'Arrhenius pour passer une barriere d'energie libre de hauteur N8. C'est cependant un des 
cas, assez rares, ou Ton peut le calculer explicitement. Un autre exemple 011 ce calcul est 
possible est celui du probleme de Kramers pour une particule brownienne dans un potentiel 
metastable. Dans ce dernier cas la divergence des temps prend place a la limite de basse 
temperature, et non a cclle thermodynamiquc comme dans le modele de champ moyen 
considere ici. 
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4.3 Le ferromagnetique a connectivite fixe 

Le modele de Curie- Weiss que l'on vient d'etudier est l'archetype des modeles ferromag- 
netiques de type champ moyen. Le fait qu'il soit completement connecte, c'est a dire que 
chacun des spins interagisse avec tous les autres, rend sa description trcs simple, puisque 
toutes les configurations microscopiques correspondant au mcmc parametre d'ordre macro- 
scopique (la magnetisation) sont equivalcntes. 

On va considerer dans cette partie un autre modele, lui aussi ferromagnetique et de type 
champ moyen, mais cette fois-ci il sera dilue. La connectivite finie rend le probleme plus 
difficile, et l'on n'obticndra pas une solution exacte de revolution dynamique. On va done 
s'efforcer de developper une serie d'approximations de plus en plus precises. Ce travail a fait 
l'objet de la publication P6. 

4.3.1 Definition du modele, proprietes thermodynamiques 

Le modele en question est un systeme de N spins d'Ising <jj, interagissant par des cou- 
plages ferromagnetiques sur un arbre de Bethe de connectivite L. Comme il a ete discute dans 
le chapitreEB arbre de Bethe signifie dans ce contexte graphe aleatoire regulier. Autrement 
dit, le graphe d'interaction est localemcnt un arbre oil chaque variable a L voisines, mais il 
y a des boucles de longueur O (log N) dans le systeme. Ainsi chaque site est statistiquement 
equivalent, et on evite le probleme des effets de bords puisque le graphe n'a pas de surface. 

On prend pour hamiltonien 



H =■■ -- ^ JijiviVj ~ 1) = Yl J H S °i-<?j 



(4.46) 



i<j 



i<j 



H est done un entier positif qui compte le nombrc d'interactions frustrees, c'est a dire le 
nombre de liens dans le graphe dont les extremites portent des spins de signe opposes. On 
notera aussi E = H Pcncrgic d'une configuration, M = J^i a i l a magnetisation totale, et 
e = E/N , m = M/N les quantites par spin corrcspondantes. 

Dctcrminons les proprietes thermodynamiques du modele par la methode de la cavite, 
utilisee ici dans sa version la plus elementaire dite symetrique dans les repliques. On se 
reportera a la figure FQ1 pour une illustration des definitions. 




h L -i 



ffi-i 



Oo 



• (7 



Fig. 4.2 - Schcmatisation de l'equation de recurrence 



70 



Ch. 4 : Dynamiques de spins discrets 



Fig. 4.3 - Calcul des quantites thermodynamiques par la methode de la cavite. 



Supposons pour commencer que le graphe d'interactions soit un arbre. On prend pour 
site central la variable notee uq, ses L voisins sont separees en un site a qui represente 
P« aval » du graphe, et L — 1 sites {o\, . . . , <jl-i} en « amont » . La loi de probability d'une 
configuration microscopique des N variables a est donnee par P(a) = exp[—ftH(a)]/Z. Le 
champ de cavite hi s'exergant sur la variable Oi est defini de la maniere suivante. Lorsque 
l'on somme la loi P{3) sur toutes les variables de la branche du graphe en amont de <j%, la 
probabilitc marginalc resultant de cette sommation partielle a une dcpendance en Uj de la 
forme 



cste x e 



-[3a((7Q,<7i)-\-{3hi(7i 



(4.47) 



ou a(cr, a') = Sfj^-g-i est l'energic du lien entre deux spins. L'equation l|4.47|l constitue une 
definition du champ de cavite hi. On pcut maintenant. en faisant la trace sur les variables 
{<7i, . . . , CTi_i}, ecrire une equation de recurrence donnant le champ de cavite ho en fonction 
des champs {hi, . . . , /i£_i} : 



,2/3/m, 



n 



/3hi-/3a( + ,+) 



-Phi-Pa( + ,-) 



,phi-Pa{-,+) _)_ e -phi-pa(-,-) 



(4.48) 



Une fois cette recurrence etablie, on l'applique au graphe aleatoire regulier pour lequel tous 
les sites sont equivalents, et Ton cherche done une solution homogene de cette equation, 



1 



2ft 



In 



,ph 



-P(h+i) 



,P(h-l) 



+ e 



-ph 



(4.49) 



II peut sembler contradictoire d'utiliser ici l'equation de recurrence (|4.48|l . qui n'est stricte- 
ment valable que pour un arbre, alors que le graphe aleatoire possede des boucles. On peut 
cependant esperer que cette approche soit rendue legitime par la divergence de la longueur 
des boucles dans la limite thermodynamique. 

On voit facilement que (|4.49|) ne possede a haute temperature que la solution triviale h = 
0, alors que deux solutions ±/i* sc devcloppcnt continucment en dessous d'une temperature 
critique T c , dont l'inverse vaut ft c = \n(L/(L — 2)). 
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II reste a calculer les grandeurs thermodynamiques du probleme. Considerons a cet effet 
la situation schematisee sur la figure 14.31 ou le spin cro est entouree de ses L voisins Oi , 
rinfluence du reste du graphe ayant ete incorporee dans les L champs de cavite h, solution 
de l'equation (|4.49() . La loi de probabilite de ces L + 1 variables est, a une normalisation 
pres, 



II' 



e -/3aOo,0-;) + /3/l<T; /^ gQ\ 



De cette forme on peut tirer la magnetisation par site 

m = tanh(/3 h) , (4.51) 



L-l 

ainsi que l'cncrgie par site, 

, / L ,\ L 2hsmh(28h) - e~ p 

e = Lhtanh\B h) / h ' 5-. (4.52) 

\ L-l J 2 cosh(2fJh) + e-P K ' 

L'apparition d'une solution h* non triviale correspond done a une transition fcrromagnctiquc. 
Notons au passage que la magnetisation s'annule a la temperature critique en racine carree 
de P — fl c , ce qui redonne bien sur l'exposant critique de champ moyen. 

II nous sera utile pour la suite de connaitre la probabilite p a (u) qu'un site ait spin a ct 
soit entoure de u liens frustres. A l'equilibre, l'expression l|4.50|l conduit a : 

Pa (u) - Af(^\ e -^ e Ph(L-2u)a f (4 53) 

ou J\f est une constante de normalisation. On peut transformer cette expression en utilisant 
les densites d'energie et de magnetisation d'equilibre, ce qui conduit a 

1 + am (L\ ( 2e \ u ( 2e 



4.3.2 Les descriptions approchees de la dynamique 

On va etudier la meme dynamique que celle utilisee sur le modele de Curie- Weiss : a 
chaque pas de temps un des spins est selectionne au hasard, puis renverse avec une proba- 
bilite dependant de la variation d'energie que ce renversement induit dans le systeme. On 
s'interessera uniqucment a des taux de transition qui verifient la condition de balance detail- 
lee, de maniere a assurer la convergence aux temps longs vers l'equilibre thermodynamiquc. 



Premier niveau : V approximation binomiale 

Comme ce sont les deux parametres qui permettent de decrire completement l'etat 
d'equilibre, il est naturel d'essayer de batir une description dynamique en termes de l'en- 
ergie et de la magnetisation. Suivant les idees generales decrites precedemment, il faudrait 
pour cela etre capable de determiner les probabilites de variation de ces deux grandeurs 
au cours d'un pas de temps clcmcntaire. Supposons connue la probabilite p a (u;t) que la 
variable choisic au cours du pas T = Nt — > T + 1 porte un spin a = ±1 et soit entouree de 
u liens frustres, e'est-a-dire que u parmi les L variables voisines portent un spin — a. Alors 
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la variation d'energie si le renversement de la variable est effectue vaut AE — L — 2u (les 
liens frustres deviennent satisfaits et vice versa), et la variation de la magnetisation totale 
est Ail/ = —2cr. Dans cette partie W(u,(3) = R(L — 2u,(3) designera la probability que le 
flip (renversement) soit accepte. La condition de balance detaillee s'exprime done comme 

W(u, f3) = W(L - u, (3)e- fj{L - 2u) . (4.55) 

Dans la limite thermodynamique le temps devient continu et Ton obticnt les equations 
diffcrentiellcs qui regissent revolution des moyennes de l'energie et de la magnetisation : 



e(i) = J2W(u,(3)(L-2u)\p-(u;t)+p + (u;t)}, 

u=0 



(It 



(1 

-m(t) = 2j2W(u,P)\p-(u;t)-p+(u;t)]. (4.56) 

u=0 

A nouveau les trajectoires typiques seront proches de ces valeurs moyennes dans la limite 
thermodynamique. 

Les equations d'cvolution de e(t) et m(t) font intervenir la fonction Po-(u, t), qui a priori 
contient plus d' informations. Cela n'est pas surprenant au vu de la discussion du debut du 
chapitre sur les proprietes des dynamiques projetces. II va done falloir faire une approx- 
imation pour former les equations Ij4.56|l en termes de e(i) et m(t) seulement. Faisons le 
raisonncment suivant : par definition de la magnetisation, la variable choisi aleatoircment 
aura spin a avec probabilitc (1 + m(t)a)/2. A ce niveau de description, on peut seulement 
supposer que les L liens autour de la variable en question sont frustres avec la meme prob- 
abilite a a (t). Ceci conduit done a une loi binomiale (d'ou le nom de l'approximation), 

Pa(u;t) = 1+a ™ {t) (^)a a (tni-a a (t)) L - u . (4.57) 

Reste a determiner a a . Pour cela, remarquons que chaque lien frustre relie un spin +1 et un 
spin — 1. L'energie doit done s'exprimer, de maniere coherente, comme le nombre de variables 
— 1 autour de celles +1, et vice versa. Autrement dit, 



e(t) = J2u P+ (u;t)= 1 + ™ {t) La + (t) (4.58) 



L 

?;, n i (ii,: t) = 

1 - m(t) 



u=0 
L 



= J^up-(u;t) = -^±La-{t) . (4.59) 



M=0 



Cette equation determine a a (t) en fonction de e(t) et m(t), on obtient done fmalcmcnt 
l'cxprcssion approchce de p a (u;t) comme 



L—u 



, . l + am(t){L\( 2e(t) \ u ( 2e(t) Y~ u , 

Cette forme est en fait exacte a rcquilibrc (cf. I|4.54|l '). l'approximation consiste a supposer 
qu'elle reste vraie en remplac,ant e et m par leurs valeurs e(t) et m(t), en general differcntcs 
de celles d'equilibre. 

Une fois admise cette forme approchee de p a {u\t), les equations sur e et m se ferment. 
On s'est ramene a un systeme de deux equations diffcrentiellcs ordinaires, du premier ordre 
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en temps, couplees. On discutera dans la section suivante leur comportement et la precision 
d'une telle approximation. Notons au passage que ce niveau d'approximation devrait devenir 
exact dans la limitc L — > oo, en prenant des intensites de couplage entre spins d'ordrc 
1/L : on retrouve dans cette limite le modele de Curie- Weiss, pour lequel revolution de la 
magnetisation est markovienne. 

Resumons ce que Ton vient de faire : partant d'une description minimale de l'etat du 
systeme par deux observables macroscopiques (e(i) et m(t)), on a eu besoin d'une nouvelle 
quantite macroscopique (p a (u;t)) pour ecrire les equations devolution exactes de nos ob- 
servables de depart. Une approximation a alors ete necessaire pour fermer les equations 
sur e et m seulement. Une autre possibility consiste a ecrire une equation devolution pour 
p a (u; t) clle-meme, qui va faire intervenir une nouvelle observable contenant plus de details 
sur l'etat microscopiquc du systeme, et Ton devra a nouveau faire une approximation pour 
former l'cquation sur p CT (u;£), ou bien ecrire une equation pour la nouvelle observable... A 
chaque iteration de ce processus apparaissent des observables de plus en plus precises mais 
qui obeissent a des equations de plus en plus compliquees, et que Ton doit de toute fagon 
couper de maniere approchee a un certain stade, a moins de vouloir suivre revolution micro- 
scopique originelle, ce que l'on cherche a eviter depuis le debut. Cette situation rappelle bien 
sur un grand nombre de problemes physiques oil apparaissent des hierarchies de fonctions 
que l'on doit tronquer a un certain ordre, notamment la hierarchic dite BBGKY (d'apres 
Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood et Yvon) pour la dynamique des systcmes de particulcs 
en interaction. 

Dans la publication P6 nous avons explore les deux etapes suivant l'approximation bi- 
nomiale dans cette hierarchic. Jc ne discuterai ici, par souci de simplicite, que la premiere 
des deux. 

On utilisera dans la suite la notation 



= £ 



•p*(u;t). (4.61) 

u=0 



Contraircment aux apparences, cc n'est pas une moyenne normalisec pour une valeur donnce 
de a, mais seulement quand on ajoute les deux valeurs possibles, (1) + + (1)_ = 1. 



Deuxieme niveau : V approximation des voisins independants 

On veut done ecrire une equation devolution pour p a (u; t). Au cours d'un pas de temps 
t — ► t+ (l/N), ccs quantites cvolucnt de deux manicrcs diffcrcntes. Tout d'abord, supposons 
que la variable sclcctionncc pour un renvcrsement potentiel porte un spin a et soit entouree 
de u liens frustrcs. Si ellc est renvcrsec, cllc devient de type (— cr, L — u). On a done pa(u) qui 
augmente de 1/-/V, et p-a(L — u) qui diminue de 1/A^. Ce n'est pas la seule contribution : les 
L variables voisines de la variable fiippee ont leur spin qui reste inchange, mais le nombre 
de liens frustrcs autour d'ellcs augmente ou diminue de 1. 

Suivons d'abord un des u liens frustres autour de la variable fiippee. La variable ainsi 
atteinte a necessairement un spin —a. Quel est le nombre u' de liens frustres autour de 
cette nouvelle variable ? On doit faire ici une approximation pour fermer l'equation sur 
p a {u\t) seulement. Ellc consiste a supposcr que la variable ainsi atteinte est de type u' avec 
une probabilitc proportionncllc a u'p_g.(w'; t), done par normalisation cette probabilite vaut 
u'p-z(u'\t)l '{u)-a- Si l'on prenait un lien frustre au hasard dans lc graphe, e'est avec cette 
probabilite que la variable de spin —a aurait v! liens frustres autour d'ellc. L'approximation 
consiste done a oublier les correlations entre u et u'. La variable que l'on atteint ainsi voit 
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le nombre de liens frustres autour d'elle diminuer de 1 au cours du renversement, ce nombre 
passe done dew' ati'-l. En faisant le meme raisonnement pour les L — u liens non frustres 
autour de la variable flippe, on obticnt 

-Pa(u;t) = -W(u,/3)p a {u;t) + W(L-u,(3)p- a (L-u;t) (4.62) 

dt 



+ ^2pa(u,t)W(ii,0) 



y^ u'p-a(u',t) 

/ _ -j— r (Ou',u+l — Ou',u)O a 



(L- U ')pa(u',t) 



+ {L - U) \ ) — r (O u ',u-l - u ',u)0 a ,a 

On peut effectuer les sommes, ce qui conduit a 

— p a (u;t) = -W(u,/3)p a (u;t) + W(L-u,/3)p- a (L-u;t) 
at 

, ((L-u)W(u,f3)) a ! 
H , T _ -. [-(L-u) Pcr(u;t) + (L-u+ l)p„{u - l;t)\ 

(uW(u,p)). 



[-u p a (u; t) + (u + 1) Pa (u + 1; *)] (4.63) 

On a done obtenu, de maniere approchee, un jeu d'equations differentielles couplees pour 
ces fonctions p a (u;t). Comme ici on travaille sur un graphe dont la connectivite est fixe, u 
ne peut prendre qu'un nombre fini de valours. L'cxprcssion (|4.63|) resume done un jeu de 
2(L + 1) equations couplees. 

Une fois ces equations resolues, on peut en deduirc l'energie et la magnetisation du 
systeme, avec m(t) = (1) + — (1)-, et e(t) = (u)+ = (u)-. Notons que la derniere equation 
impose une condition de coherence sur les fonctions p a (u;t). On peut verifier que si cette 
condition est respectee au temps initial, elle sera conservee par les equations Ij4.63|l . 



Interpretation des hypotheses de fermeture 

Les raisonnement presentes ci-dessus pour fermer approximativement les equations dy- 
namiques peuvent sembler assez vagues. On va preciser ici les hypotheses faites implicitc- 
ment. Si l'on raisonne en termes d'operateurs de projection, les differents niveaux de tron- 
cature correspondent chacun a une approximation markovienne, oil l'observable sur laquelle 
on projette est (e, m) pour l'approximation binomiale, p a {u) pour la suivante, et ainsi de 
suite. En effet, on a indiquc prcccdemment que l'approximation markovienne consiste a 
supposer que toutes les configurations microscopiqucs avec la meme valour de l'observable 
macroscopiquc sont cquiprobables. Dans la publication P6 on a montre explicitcmcnt que les 
fcrmeturcs dcrivecs heuristiciucmcnt peuvent egalemcnt s'obtenir a partir de cette hypothese 
d'cquiprobabilite des configurations microscopiqucs. 

Cette verification permet aussi de comprendre la profonde similitude de cette approche 
avec la theorie dynamique des repliques (DRT) de Coolen et Sherrington [HOI IfH] . La DRT 
a ete appliquee au calcul des proprietes dynamiques du modele de Sherrington-Kirkpatrick, 
en faisant aussi des hypotheses d'equipartition des probabilites microscopiques sur les sous- 
ensembles definies par des observables macroscopiques. Dans un premier niveau d'approxi- 
mation |6Uj la projection de la dynamique sc fait sur la magnetisation et l'energie, puis une 
version plus raffinee |61j a ete dcvcloppce, dans laquelle le parametre d'ordre est fonction- 
nel. Dans ces articles la methode des repliques etait utilisee pour faire des moyennes sur le 
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desordre avec l'hypothese d'equiprobabilite microscopique, et conduisait a des calculs rela- 
tivement lourds. De maniere assez paradoxale, l'etude des modeles dilues par cette methode 
s'avere plus simple que pour des modeles complctcmcnt conncctcs : commc on l'a vu, on peut 
deriver les relations de fermeture par des raisonnements combinatoires, et l'utilisation de la 
methode de la cavite a la place de celle des repliques simplifie les verifications explicites. 

4.3.3 Resultats 

A chacun des niveaux successifs de cette hierarchic d'approximation, on sc ramcne a un 
jeu d'equations differcnticllcs couplccs pour un nombrc fini d'observables macroscopiques : 
au premier niveau on suit seulement l'energie et la magnetisation, au deuxieme niveau la 
fonction p a {u\t), au troisieme (non decrit ici mais que Ton trouvera expose dans la publi- 
cation) un objet un peu plus complexe p ai<T2 (ui,U2)- Ces equations differentielles peuvent 
etre sans difficulte integrees numeriquement, et leurs predictions comparees aux resultats 
de simulations numeriques Monte-Carlo de la dynamique microscopique originelle. On s'est 
interesse en particulier a la relaxation vers l'equilibre a partir de conditions initialcs qui en 
sont arbitraircment cloignccs. Unc maniere simple de les generer consiste a tirer la valeur 
des spins aleatoirement et de maniere independante, avec un biais pour donner au systeme 
une certaine magnetisation. 

L 'image gencrale qui dccoule de la comparaison entre simulations et calculs est la suiv- 
antc : aux temps courts et aux temps longs, les diffcrcnts niveaux d'approximation sont 
en fait exacts. La raison est qu'aux temps courts, pour ce type de conditions initiales, les 
hypotheses de fermeture de la hierarchic d'equations, qui reposent sur l'absence de correla- 
tions, sont correctes. De meme aux temps longs, commc la dynamique microscopique vcrifie 
la condition de balance detaillee, le systeme evolue vers l'equilibre thermodynamique. On a 
vu qu'alors la forme de p a (u; t) supposee dans l'approximation binomiale devenait exacte. II 
en va de meme pour les hypotheses de fermeture aux niveaux suivants d'approximation. Par 
contre aux temps intermediaires, il y a comme prevu des deviations systematiques entre les 
predictions des calculs approches et le comportement observe des simulations numeriques. 
De maniere satisfaisante, les niveaux d'approximation successifs, qui voient croitre la finesse 
des obscrvables, fournissent des resultats de plus en plus precis. La figure FOI presente un re- 
sume de cette etude. L'accord est tres satisfaisant, meme pour les niveaux d'approximations 
les plus simples. 

Une resolution analytique des equations differcnticllcs couplccs qui apparaisscnt dans 
cette etude scmblc difficile. On pcut ncanmoins ctudier assez simplcment leurs solutions sta- 
tionnaires. En particulier, il est possible de verifier explicitement que la condition de balance 
detaillee impliquc que ces points fixes dc revolution correspondent bien aux etats d'cquilibre 
thermodynamique. Ceci est possible ici car les hypotheses dc fermeture deviennent exactes 
dans de telles conditions. On verifie aussi que dans le regime de basse temperature l'etat 
paramagnetique est dynamiquement instable. Finalcment, l'etude du voisinage du point cri- 
tique conduit a des resultats tres proches de ceux du modele de Curie- Weiss : 

- Les temps de relaxation divergent a /3 C comme A±\j3 — f3 c \~ l ■ Les deux amplitudes A± 
pour la divergence dans les phases ferromagnetique et paramagnetique dependent des 
details microscopiques de la dynamique, mais leur ration A + /A_ en est independant, 
et vaut a nouveau 1/2. 

- Exactement a la temperature critique, la magnetisation s'annule en t -1 ' 2 et l'energie 
tend vers sa valeur d'cquilibre commc t~ 1 . 

Les details dc ces calculs peuvent se trouver dans la publication. La coincidence des 
cxposants et du ratio d'amplitude avec ceux du modele de Curie- Weiss ctait attendue puisque 
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ces deux modeles sont de champ- moyen. Toutefois il n'etait pas evident a priori que Ton 
puisse les expliciter dans le cas du modele dilue, pour lequel on n'a pas une description 
exacte de la dynamique aux temps intermediaires. 

4.3.4 Correlations a deux temps 

On a done vu comment caracteriser approximativement l'etat du systeme au cours de 
son evolution vers l'equilibre par un certain nombre d'observables macroscopiques. Cettc 
description n'epuise pas toutes les questions que l'on peut se poser sur la dynamique du 
systeme. Definissons par exemple la fonction de correlation a deux temps 

Cfah) = ±J2<ri{t2)<Ti(ti) , (4.64) 

i 

qui vaut 1 si les configurations des spins aux deux temps t\ ct £2 sont identiques (notamment 
pour ii = £2); si elles sont complctcmcnt dccorrclees. On prendra £2 > £1 dans la suite 
pour simplificr les notations. Si on laisse le systeme evoluer sumsamment longtcmps avant de 
commencer les mesures de correlation (£1 — > 00). on va obtenir une fonction de correlation a 
l'equilibre qui nc depend que de la difference de temps entre les deux instants d'observation, 
Ceqir) = lim C(ti+T, £1). Mcmc si dans ccttc limite toutes les quantites thcrmodynamiques 

ii — >oc 

ont atteint leurs valours d'equilibre, ct que la fonction de correlation y est stationnaire, 
celle-ci contient une information non triviale sur la vitcsse a laquelle le systeme « oublic » 
le detail microscopique de ses configurations anterieures. Selon la temperature, la fonction 
de correlation d'equilibre decroit a (haute temperature, phase paramagnetique) ou vers le 
carre de la magnetisation d'equilibre (basse temperature, phase ferromagnctiquc). Dans ce 
dcuxieme cas l'ergodicite du systeme est brisee, on reste dans un des deux etats purs avec 
un signc defini de la magnetisation. Cette brisure d'ergodicite n'est complete que dans la 
limite thermodynamique, dans un systeme de taille finie l'ergodicite est restauree par les 
fluctuations de la magnetisation. 

On peut en outre s'interroger sur le comportement des fonctions de correlation a deux 
temps dans le regime transitoire qui precede l'equilibre. On a alors effectivement une depen- 
dance dans les deux temps (et pas seulement dans leur difference), a cause de la preparation 
a l'instant initial qui brisc l'invariancc par translation temporclle. 

Une extension des methodes d'approximation presentees precedemment permet de cal- 
culer, de maniere approchee, ces fonctions de correlation. L'idee consiste toujours a projeter 
la dynamique sur un petit nombre d'observables macroscopiques, mais cette fois-ci en in- 
cluant des quantites qui gardent une trace de la configuration microscopique a l'instant 
anterieur t\. Le plus simple serait de suivre en fonction de t l'ensemble de parametres 
{e(t),m(t),C(t,ti)}, et d'ecrire des equations diffcrcnticlles sur ces quantites. On trouve 
alors les equations ()4.56|) muni de l'approximation binomiale ()4.6U|I pour p a (u,t), ct une 
nouvelle equation diffcrcnticlle pour C, 

d L 

-C(t,h) = -2C(t,h)A c (t) , A c (t)=J2w(u,P)[p.(u;t)+ P+ (u;t)}. (4.65) 

L'intcrpretation en est assez simple. A c (t) est la probabilite d'acceptation d'un flip au temps 
t. A chaque fois qu'une variable est renversee, on suppose qu'clle a une probabilite (1 + C)/2 
d'etre dans le meme etat aux instants t ct £1, alors C diminuc de 2/N, tandis qu'avec 
probabilite (1 — C)/2 cllc augmente de 2/N. 
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Fig. 4.4 - Les trois niveaux d'approximation sont representee par ordre croissant de preci- 
sion avec une ligne pointillee, une ligne mixte et une ligne pleine. Dans les figures centrales la 
ligne mixte est indistinguable de la ligne pleine. Les symboles sont les resultats de simulations 
numcriques sur des systemes avec L — 3, de taille N = 3- 10 6 , des moyennes etant prises sur 
200 simulations independantes. Les barres d'erreur. quand cllcs nc sont pas precisces, sont 
plus petites que les symboles. La condition initialc correspond a des spins independants de 
magnetisation moyenne 0.1. Haut : De bas en haut (3 = 1.2, ln3, 1.0, la temperature interme- 
diaire etant la temperature critique du modele, trace de la densite d'energie en fonction du 
temps. L'inset presente un grossissement de la zone de moins bon accord, a la temperature 
critique. Bas : idem pour la magnetisation en fonction du temps, la courbe la plus haute 
etant celle a temperature la plus basse. 
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Ce niveau d'approximation conduit a des resultats mediocres, mais on peut l'ameliorer 
a l'image des approximations successives de la partie precedente. La quantite qui s'est 
avere fournir un bon compromis entre qualite des resultats et simplicite des calculs est 
q ai a-(uu, us, su;ti,t), fraction de sites qui ont un spin o\ (resp. a)k l'instant t\ (resp. t), et 
dont, parmi les L liens qui l'entourent, uu sont frustres aux deux temps, us sont frustres a 
ti ct satisfait a t, su dans la situation inverse, et le reste (L — uu — us — su) sont satisfaits 
aux deux temps. De cette quantite on peut tirer la fonction de correlation commc 

C(Mi) = 2, {q++{uu,us,8u;ti,t) + q--(uu,us,su;ti,t) 

uu,us,su 

— q-f (uu,us,su;ti,t) — q ^(uu,us,su;ti,t)) . (4.66) 

II nc reste plus qu'a ecrire une equation d'evolution pour q, qui s'obtient avec le meme type 
dc raisonncment que celui utilise pour le niveau d'approximation des voisins indcpcndants. 
On doit tenir compte de l'effct du rcnvcrsemcnt d'un spin sur le type dc la variable en 
question, (ci, c 7 uu, us, su) — > (<n, —a, us, uu, ss = L — uu — us — su), et de l'effet sur ses 
voisincs. On obticnt finalement : 

d 

—q aia (uu, us, su; h,t) = 
at 

— qcr 1 a(uU,US, Su)W (uU + Su) + q ai _- a (uS,UU, Ss)W(sS + Us) 
(UUWOUU + 8u)}-o--L-a r 

+ -, — r [—uu q aia {uu, us, su) + [uu + l)q aia [uu + 1, us — 1, su)\ 

[—us q a - 1<T (uu, us, su) + (us + \)q ail7 (uu — 1, us + 1, su)] 
[~su q ai(7 (uu, us, su) + (su + \)q aia (uu, us, su + 1)] 



(usW(uu + su))- ai (T 



(suW(uu + su)) ai - 



(su 



(ssW(uu + su)) aa /,„-•> 

+ -. — r [-ss q aia (uu, us, su) + (ss + l)q aia (uu, us, su- 1)\ , (4.67) 

\SS) a- lf j 

ou Ton a utilise la notation 

(•)o-i<t = 2J • q<r lC r(uu,us,su;ti,t) . (4.68) 

uu, us, su 

uu + us + su < L 

Ce jeu d'equations diffcrcnticllcs couplccs est complete par des conditions aux bords quand 
t = ti, et par des conditions de coherence pour que l'energie, soit au temps t\ soit au temps 
t, soit la meme quand on la calcule comme le nombre de spins —1 autour des +1, ou l'inverse. 
On peut alors integrer numeriquement ces equations, et les comparer avec des simulations 
Monte-Carlo. A nouveau la concordance de ces deux approches est tres satisfaisante, comme 
on peut le voir sur la figure l4~5l 

Pour des differences de temps t qui divergent, la fonction de correlation C(t\ +t, t\) tend 
vers le produit des magnetisations aux deux temps. Ceci explique pourquoi cette valeur est 
correctement predite par le calcul approche quand t\ = ou ti — ► oo, puisque dans ces deux 
cas les magnetisations en jeu sont celles de la configuration initiale et/ou de l'equilibre, qui 
sont correctement capturecs par l'approximation. Par contre pour une valeur intermediaire 
< t\ < oo, la magnetisation au temps t\ n'est qu'approchcc, ct la prediction pour C(t\ + 
oo, ti) n'est pas exacte. Ces arguments sont confirmees par les resultats de la figure IP1 
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Fig. 4.5 - Correlations a deux temps C(t\ + r, £i) en fonction de r, pour L = 3. Les traits 
pleins representent les resultats de l'etude analytique, les symboles sont des moyennes sur 
200 simulations Monte-Carlo pour des systemes de taille N = 10 7 . Gauche : la decollation 
avec la configuration initiale (t± = 0) dans la phase paramagnetique (/3 = 1). Droite : de bas 
en haut t\ = 0, 30, 150 dans la phase ferromagnetique (/3 = 1.2). 



4.3.5 Perspectives 

Le modele que Ton vient d'etudier est certainemcnt un des plus simples que Ton puisse 
imagincr dans la classe des problemes de dynamiquc sur des systemes dilues. En effet, il 
vcrifiait la condition de balance detaillee et l'etat d'cquilibrc thermodynamique etait atteint 
sur des echelles de temps finies (dans la phase de basse temperature l'ergodicite est brisce 
de la meme fagon que dans le modele de Curie- Weiss, il n'y a pas de vieillissement par 
croissance de domaine comme en dimension finic 132 ). L'aspcct « hors d'cquilibre » de ce 
travail vient seulement de ce que l'on s'est attache a decrire le regime transitoire a partir 
de conditions initiales eloignees de l'equilibre. De plus, la presence de desordre etait assez 
anecdotique, puisqu'il apparaissait seulement par l'intermediaire des longues boucles. 

On peut imaginer un grand nombre de situations plus compliquccs. Dans la partie suiv- 
ante on etudiera une dynamiquc d'originc algorithmique qui ne verifie pas la condition de 
balance detaillee. En restant dans le cadre de dynamiques « physiques » qui verifient cette 
condition, on peut tracer deux directions pour des travaux plus pousses : 

- Une premiere serait de conserver un modele avec des interactions ferromagnetique entre 
paires de spins, mais en introduisant du desordre dans les couplages. On pourrait soit 
garder un modele a conncctivitc fixe, et des couplages d'intensitc aleatoires, soit des 
couplages d'intensitc constante, mais en autorisant des fluctuations dans la connectivite 
des variables, en utilisant par cxemplc un graphc aleatoire d'Erdos et Renyi. Ce dernier 
cas serait la version ferromagnetique du modele de Viana-Bray. On s'attend alors a 
avoir un phenomene connu sous le nom de phase de Griffiths |22l 1231 1241 12*5"] : la 
relaxation dans la phase paramagnetique est anormalement lente (plus lente qu'une 
exponentielle), a cause de regions rares dans le systeme qui ont, localement, une plus 
grande tendance a s'ordonner. Dans le cas du modele de Viana-Bray, cela peut decouler 
de la presence de sites avec une grande connectivite (comme on l'a vu, de maniere un 
peu caricaturale, dans la version spherique du chapitre precedent), pour un modele a 
conncctivitc fixe on peut avoir des grandes regions oil l'intensite des couplages est plus 
grande que la moyennc. 

- Une dcuxicmc direction, plus ambiticusc encore, serait d'etudier des modeles dont la 
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phase de basse temperature est vitreuse. Pour cela on peut mcttrc du desordre dans 
le signe des couplages de maniere a induire de la frustration. En fait sur le graphc 
alcatoirc regulicr, un modele purcment antiferromagnctiquc dcvrait aussi etre vitreux, 
la frustration provenant des boucles de longueur impaires. Une variante qui pourrait 
sembler sans gravite mais qui fait tomber dans le cadre des systemes vitreux consiste a 
considerer des interactions qui font intervenir 3, ou plus, spins par interactions. Dans ce 
cas-la, meme des interactions fcrromagnctiqucs conduiscnt a des phcnomcncs vitreux 
par une frustration dynamiquement induite |1H3| . 

Dans tous ces cas l'cquilibre ne sera pas atteint, la dynamique presentera des carac- 
tcristiqucs de vicillisscmcnt dans ses fonctions de correlation et de reponse. Une des 
difficultes a resoudre pour entreprendre l'etude de tels modeles par l'approche presen- 
tee ici consiste a determiner une description macroscopique judicieuse du systeme. 
Pour cela, la connection avec la theorie dynamique des repliques sera peut-etre utile, 
puisque ce formalisme permet de traiter en principe les cas de RSB. 
Enfin, une etude recente [Uj de la phase de basse temperature d'un verre de spin 
diluc a mis en evidence des cffcts trcs intcressants de dependance de l'etat stationnaire 
obtcnu aux temps longs selon l'histoire du systeme. II serait tres appreciable de pouvoir 
capturer de tels effets par une approche analytique, memo aussi approchec que ccllc 
presentee ici. 
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4.4 Un algorithme de recherche locale 

La fin do ce chapitre sera consacree a l'etude d'un algorithme de recherche de solutions 
d'un probleme d'optimisation combinatoirc. A Pinversc des dynamiques ctudiecs jusqu'a 
maintcnant, celle-ci ne respecte pas de condition de balance detaillee, et le comportement 
aux temps longs du systeme ne correspond pas a une mesure d'cquilibrc de Boltzmann. De 
plus on s'interesse au comportement de ralgorithme sur des problemes tires d'un ensemble 
aleatoire, ce qui introduit un desordre gele dans la definition du processus dynamique. Ces 
caracteristiques rendent ce probleme plus difficile que le modele ferromagnetique a conncc- 
tivite fixe, cependant il en partage certaines proprietes : on peut aussi le representer comme 
revolution d'un systeme de spins d'Ising, oil a chaque pas de temps un seul spin est renverse. 
En outre les observables macroscopiques interessantes sont extensives et varient peu au cours 
d'un pas de temps elementaire, ce qui nous met en position d'utiliser une fois de plus les 
mcthodcs gcnerales developpecs en debut de chapitre. 

Ce travail a d'abord ete publie dans un journal de physique (publication P4), puis reecrit 
pour le rendre plus accessible a la communaute informaticicnne a laquelle il a ete presente 
dans une conference, cf. la publication CI. II a aussi constitue une partie de la revue C2. Une 
etude tres similaire a ete conduite simultanement par Barthel, Hartmann et Weigt (134) . 

4.4.1 Definitions 

Le probleme de la satisfiability 

Le probleme d'optimisation auqucl on s'attache ici est celui de la A"-satisfiabilitc. On a 
N variables boolecnncs x% qui peuvent etre vraies ou fausscs. Une clause de longueur K est 
le OU logique (disjonction, notec V) de K variables parmi les Xi, certaines de ces variables 
pouvant etre niees (la negation de vrai etant faux, et vice- versa). Une clause est done vraie 
des qu'une des variables est dans l'etat impose par la clause. Par excmple, pour K = 3, 
X2 V X5V xq est vraie des que xi est vraie, ou x$ est fausse, ou xq est vraie. Une instance du 
probleme est une formule constitute par le ET logique (conjonction, notee A) d'un certain 
nombre M de clauses. Une formule est done vraie si et seulement si toutes ses clauses sont 
vraies. On dit qu'une formule est satisfiablc s'il cxiste une valeur des variables Xi telle que 
la formule soit vraie. Une telle configuration, est alors appelee une solution de la formule. 
La plupart du temps il n'y a pas unicite de la solution. 

Devant une formule donnee, la premiere question que Ton peut se poser est de savoir si 
elle est satisfiable ou pas, et de prouver cette affirmation. Si le nombre de variables et le 
nombre de clauses sont petits, on peut toujours faire une recherche exhaustive de toutes les 
configurations pour verifier si l'une d'entre elle est une solution ou pas. Ceci est seulement 
possible pour N tres faible, le nombre de configurations croissant comme 2 . Dans toutes 
les affirmations concernant la difficulte du probleme, on sous-entendra que l'on s'interesse a 
de grandes formulcs. 

Prouver la satisfiabilitc ou l'msatisfiabilite d'unc formule sont deux taches tres differentcs. 
Dans le premier cas il « suffit » d'exhiber une solution, la verification que la formule est 
en effet satisfaite par cette configuration est possible en un nombre d'operations qui croit 
comme un polynome avec le nombre N de variables. II est bien sur tres difficile en general de 
trouver effectivement une solution. En termes plus precis, la A-satisfiabilite est un probleme 
dit NP-complet pour K > 3, e'est-a-dire que si l'on connaissait un algorithme capable de 
trouver une solution en un nombre polynomial d'operations clcmcntaires pour n'importe 
quelle formule satisfiablc, tous les problemes d'optimisation de la famillc dite NP seraient 
aussi solubles en un temps polynomial. L'hypothcse la plus probable a l'heure actuelle est 
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qu'un tel algorithme n'existe pas, c'est cependant un probleme ouvert des mathematiques. 
Pour plus de details sur les definitions des differentes families de problemes d'optimisation 
et sur la theorie de la complcxite, on pourra consulter |135j . 

Montrer qu'une formule n'est pas satisfiable est conceptuellement plus difficile, il faut 
mettre en evidence une contradiction qui empeche toutes les configurations d'etre des solu- 
tions. 



Differents types d'algorithmes 

On dit qu'un algorithme est complet s'il est capable de donner le statut (satisfiable ou pas) 
de toute formule qu'on lui presente, et de justifier sa reponse en exhibant soit une solution 
si la formule est satisfiable, soit une contradiction dans lc cas contraire. L'excmple lc plus 
connu est Palgorithmc de Davis-Putnam-Loveland-Logeman (DPLL) |136j qui explore d'une 
maniere systematique l'espace des configurations des variables booleennes, en eliminant le 
plus rapidement possible les regions ou il est sur de ne pas trouver de solutions. On trouvera 
plus de details et de references sur ce type d'algorithme dans la revue C2. 

D'autres algorithmes, « incomplcts », ne se prononcent avec certitude que dans certains 
cas. Par exemple, un algorithme de recherche locale comme celui que Ton va etudier dans la 
suite du chapitre, peut trouver une solution de la formule qu'on lui presente. Dans ce cas-la, 
celle-ci etait sans aucun doute satisfiable. II se peut aussi que Palgorithme, au bout d'un 
temps defini a l'avance, n'ait pas trouve de solution. Alors on ne peut pas conclure : soit la 
formule n'etait pas satisfiable, soit l'algorithme n'a pas ete assez astucieux pour trouver une 
des solutions. 

Signalons aussi que les methodes de la physique statistique des systemes desordonnees ont 
recemment conduit a un nouveau type d'algorithme incomplct, appclc « survey propagation » 
|35| . Celui-ci exploite l'intuition sur la structure de l'espace des configurations acquise grace 
a la methode des repliques et de la cavite pour reperer les variables crucialcs du probleme. 



Un algorithme de recherche locale 

On va considerer dans la suite l'algorithme Pure Random WalkSAT (PRWSAT), intro- 
duit par Papadimitriou |137j pour K = 2 en 1992. II fonctionne de la maniere suivante : 

1. A l'instant initial, la valour des variables booleennes Xi est choisic alcatoircment, egale 
a vrai ou faux avec probabilite 1/2. 

2. A chaque pas de temps ulterieur, si toutes les clauses sont satisfaitcs, on a trouve 
une solution et l'algorithme se termine. Sinon, on choisit alcatoircment et uniforme- 
ment une des clauses non satisfaitcs, puis (toujours aleatoirement et uniformement ) 
une des variables de cette clause, et on la renverse (elle passe de vraie a fausse, ou 
reciproquement) . 

3. On retourne au point precedent, a moins qu'une limitc sur lc nombrc de pas de temps 
ait ete depassee. Dans ce cas, on quitte la boucle sans pouvoir conclure sur l'existence 
ou pas d'une solution. 

La motivation du deuxieme point est la suivante : lorsqu'on renverse une variable d'une 
clause non satisfaite, elle devient forcement satisfaite. Bien sur, il est possible que cette 
meme variable appartienne a d'autres clauses qui etaient auparavant satisfaites et qui ne lc 
sont plus apres le renversement. 



Ch. 4 : Dynamiques de spins discrets 83 



II existe quelques resultats rigoureux concernant cet algorithme, valables quelque soit la 
formule etudiee. Le premier est du a Papadimitriou |137| : si K = 2, c'est-a-dire si toutes les 
clauses comportent deux variables, et si la formule admet au moins une solution, PRWSAT 
la trouve en un temps d'ordre iV 2 , avec grande probabilite (par rapport aux choix aleatoires 
de la configuration initiale et des choix aux differents pas de l'algorithme). Le probleme de la 
2-satisfiabilitc est en fait polynomial, et il existe des algorithmcs dctcrministcs qui resolvent 
toute formule en un temps lineaire, l'approche stochastique n'est done pas optimalc ici. 

Pour le cas plus interessant de la 3-satisfiabilite, qui est done NP-complet, Schoning J138J 
a montre qu'unc formule satisfiable etait rcsoluc par PRWSAT en un temps borne par 
(4/3)^. La borne est exponentielle dans ce cas, ce qui est attendu a cause de la NP- 
completude du probleme. Le 4/3 a ete ameliore un petit peu depuis, grace a des choix 
plus elabores de la condition initiale |139| . II faut noter que cette borne est exponenticllc- 
ment meilleure que le temps 2 N necessaire pour une enumeration exhaustive de toutes les 
configurations. 

Les resultats de Papadimitriou et Schoning ont de profondes implications : meme si cet 
algorithme n'est pas complet dans un sens strict puisqu'il peut se tromper (ne pas trouver de 
solutions a une formule satisfiable), la probabilite qu'il fasse une erreur peut-etre rendue aussi 
faible que desiree. II est done « probabilistiquement complet » . On trouvera une discussion 
detaillee de ce type d'algorithmes dans [14U| . 

4.4.2 L'ensemble des formules aleatoires 

Definition et proprietes statiques 

La theorie de la complexite algorithmique bricvement cvoquee ci-dessus s'intcresse a 
la difficultc d'un probleme dans le pire des cas. S'il est vraisemblablc que l'on nc puisse 
pas construire d'algorithmes resolvant n'importe quelle formule en un temps polynomial, 
cela pourrait etre du a quelques formules particulierement difficilcs mais rares, alors que la 
majorite des formules sont faciles. Pour donner un sens plus precis a ces idces de complexite 
typiquc, un ensemble probabiliste de formules a ete defini dans |28| . 

Une formule de cet ensemble est construite de la maniere suivante. Chacune des M clauses 
est generee independamment des autres, en choisissant un if-uplet de variables uniformement 
parmi les (^.) possibilites, et chacune des variables dans la clause est niee ou pas avec 
probabilite 1/2. Le regime qui nous interesse est celui de la limite thermodynamique oil le 
nombre de variables N et le nombre de clauses M tendent simultancment vers l'infini avec un 
ratio a — M/N fixe. Les clauses forment done un hypcrgraphc poissonnien de connectivitc 
moyenne aK. 

La probabilite qu'une formule ainsi generee soit satisfiable presente un comportcment de 
seuil, ou transition de phase : avec grande probabilite (c'est-a-dire avec une probabilite qui 
tend vers 1 dans la limite thermodynamique), la formule est satisfiable si a < a c {K), non 
satisfiable si a > a c (K). Pour K = 3, le seuil est a a c ~ 4.2. Ce phenomene a d'abord ete 
constate numeriqucment. 

La preuve de l'existence du seuil de satisfiabilite n'est pas achevee |141| . des bornes 
rigoureuses ont cependant ete etablies : s'il existe, le seuil est compris entre 3.145 |129j 
et 4.506 |142j . D'autres travaux |143l 1144] ont permis de resserrer l'ecart entre bornes 
inferieures et superieures dans la limite d'un grand nombre K de variables par clause. 

Ce probleme a ete etudie par des methodes de physique statistique, en utilisant 1'analogic 
decrite dans l'introduction avec les problemes de verres de spin. Le travail origincl de Monas- 
son et Zecchina [3U] reposait sur l'utilisation de la methode des repliques avec l'hypothese de 
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symetrie des repliques, et montrait entre autres que le nombre de solutions dans la phase sat- 
isfiable etait exponentiellement grand dans la taille du systeme. Les difficultes techniques de 
la brisure de symetrie des repliques dans les systemes a la connectivity finie |32| ont retardes 
l'apparition de la solution a un pas de brisure. Une etape intermediaire a ete entreprise par 
Biroli, Monasson et Weigt [^3 qui ont trouve une forme variationnelle de Pansatz 1RSB, et 
montre Pcxistcncc d'unc dcuxiemc transition dans la zone satisfiable a < a c : pour a tres 
faible, l'cnscmblc des solutions est rcparti uniformcmcnt dans l'espace des configurations des 
variables. Quand on augmentc le ratio a de contraintes par variables, il apparait une struc- 
ture dans l'ensemble des solutions, qui se regroupent par amas de solutions proches, separecs 
par des zones vides de solution. Cette transition est dite de « clustering » . Plus recemment, 
la reformulation des equations 1RSB par la methode de la cavite |33] a permis de les re- 
soudre numeriquement par une methode de dynamique de populations. Cette methode a ete 
appliquee au probleme de la satisfiabilite par Mezard et Zecchina J35], et predit la valeur du 
seuil de satisfiabilite pour K = 3 a a c = 4.267. Par ailleurs Franz et Leone |145| ont montre, 
en utilisant la methode d'interpolation de Guerra ^3, que les seuils de satisfiabilite calcules 
au niveau 1RSB etait des bornes superieures rigourcuscs. 

II est plus difficile de donner une valeur precise du seuil de clustering. La solution I RSB 
apparait aa« 3.86, mais jusqu'a a « 4.15 elle est instable vis-a-vis d'une brisure complete 
de la symetrie des repliques [SH E3 H46| . Entre ces deux valeurs l'ensemble des solutions 
acquiert done une structure, mais elle est plus compliquee que Pimage 1RSB de clusters de 
solutions. 



Le comportement de PRWSAT sur des formules aleatoires 

On va etudier dans la suite le comportement de Palgorithme PRWSAT dans le cas oil 
la formule qu'on lui propose de resoudre est tiree de l'ensemble aleatoire dont on vient de 
decrire les proprietes statiques. 

II est tres facile de generer de telles formules et de simuler numeriquement le comporte- 
ment de PRWSAT. Les deux traces de la figure |4~^1 rcprcscntcnt la fraction de clauses non 
satisfaitcs au cours de Pcvolution de Palgorithme. Dc manierc a avoir une limite thermo- 
dynamiquc bicn definie, on a place en ordonnees la fraction de clauses (p et non le nombre 
total de clauses non satisfaites (energie E), qui sont done relies par ip = EJM. Le temps 
est, pour la meme raison, defini commc t = T/M, avec T le nombre de pas discrets de 
Palgorithme. La valeur initiale de ip s'interprete aiscment : la configuration initiale etant 
choisi aleatoirement, chaquc clause a une probabilitc 2 d'etre violee, puisqu'une seule 
parmi les 2 K configurations des variables ne la satisfait pas. On a done ip(t = 0) = 2~ A , 
aux fluctuations de taille finie pres. Chacune des deux courbes de la figure |4~B1 a ete obtenue 
a partir d'une seule simulation, pour des des formules assez petites (N = 500). Pour une 
premiere valeur dc a, ici a = 2, la courbe dc gauche montre une decroissancc relativcmcnt 
rcguliere (aux fluctuations pres) et rapide de l'energie. Lorsqu'elle s'annule, Palgorithme a 
trouve une solution de la formule et s'arrete. La figure de droitc, tracce pour a — 3, a une 
allure bicn diffcrcntc. Aux temps courts le comportement est similaire (voir Pinset), mais <p 
ne decroit pas jusqu'a 0, et tend (en moyenne) vers une valeur positive. Commc le systeme 
est de taille finie, il y a des fluctuations autour de ce plateau. Au bout d'un certain temps, 
une de ces fluctuations est suffisamment grande pour attcindre l'energie nulle, une solution 
est alors trouvee. 

On s'attend a ce que dans la limite thcrmodynamique, Involution de <p(t) pour une seule 
simulation soit concentree autour de sa valeur moyenne (par rapport au choix de la formule 
et aux choix stochastiques de Palgorithme), avec des fluctuations d'ordrc N~ x / 2 . La figure 
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Fig. 4.6 - Decroissance de la fraction de clauses non satisfaites en fonction du temps, pour 
deux formules de N = 500 variables avec K = 3. A gauche, a = 2, une solution est trouvee 
rapidement. A droite, a = 3, la decroissance initiale (voir l'inset pour un grossissement) 
conduit a un plateau. Une fluctuation sumsamment grandc finit par conduire a une solution. 
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Fig. 4.7 - Decroissance de la fraction de clauses non satisfaites en fonction du temps, moyen- 
nee sur 100 echantillons independants pour a = 2.4 et a = 3.5. Les barres d'erreur corre- 
spondent a N = 10 4 ct N = 4 • 10 4 . 

14.71 permet de confirmer cette intuition. On a repete cent simulations independantes, en 
tirant a chaque fois une nouvelle formule et une nouvelle histoire de ralgorithmc, pour deux 
valeurs de a (2.4 et 3.5) et deux valeurs de N (10 4 et 4 • 10 4 ). Pour chacun de ces groupes 
de cent simulations on a mcsure la moyenne et l'ecart quadratique moyen de ip(t). Commc 
attendu, les valeurs moyennes sont quasiment independantes dc la taille du systeme, et les 
ecarts quadratiques sont approximativcmcnt deux fois plus faibles pour la taille quatre fois 
plus grandc. 



La courbe autour de laquelle </?(£) se concentre dans la limite thermodynamique presente 
deux comportemcnts trcs diffcrcnts scion la valeur de a : quand cc parametrc est sufnsam- 
ment faible, elle s'annule en un temps fini que Ton notera t so i(a,K). A a plus grand, elle 
reste toujours positive et tend vers une valeur de plateau ipas(a, K). La valeur du parametrc 
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a qui separe ces deux regimes sera notee a d {K) . Des simulations plus completes presentees 
dans la suite montrent que a d (K = 3) ~ 2.7. 

Le phenomene de concentration implique par consequent que pour a < a d une solution 
de la formule est typiquement trouvee en Mt so i(a,K) pas de l'algorithme, qui a done une 
complexity typique lincaire pour ces formulcs. Par contre quand a > a^, une solution n'est 
trouvee que par l'intcrmcdiairc d'unc grande fluctuation de la densite d'encrgie autour de 
sa valeur moyenne. Ces grandes deviations ayant des probabilites exponcnticllcment faiblcs 
pour des grands systcmes, le temps de resolution va croitre avec N commc cxp[£(a)iV]. 

On peut parler de metastabilitc pour le comportcment a a d < a < a c : il existe des 
solutions avec grande probabilite, qui sont les etats absorbants de la dynamique, mais le 
temps pour les atteindre diverge dans la limitc thermodynamiquc. Lc systeme reste done 
pendant tres longtcmps dans un etat metastable d'energie ip as > 0. Cette metastabilite est 
similaire a celle d'autres systemes physiques. En particulier, le processus de contact |147M148j 
prescntc une phcnomenologie tres prochc. Dans cc modele, on a des particules sur les sites 
d'un reseau, avec au maximum une particule par sommet. Chaque particule disparait avec un 
taux constant, et les sites vides deviennent occupes avec un taux proportionnel au nombre de 
sommcts voisins deja occupes par une particule. II y a un etat absorbant dans le systeme, qui 
correspond a un reseau completement vide. Selon la densite de particules dans l'etat initial, 
cet etat absorbant est atteint en un temps logarithmique dans la taille du systeme, ou bien 
sur des echelles de temps exponcnticllcment grandes par rintcrmediaire de fluctuations. II y 
a deux differences dans le cas de PRWSAT : l'etat absorbant a une grande degenerescence, 
puisque toutes les solutions (en nombre typiquement cxponcnticl pour une formule aleatoire) 
bloquent revolution de l'algorithme, et de plus il y a un desordre gele dans la definition 
des regies dynamiques, a, cause du choix aleatoire de la formule. A ces differences pres, le 
comportcment des deux systcmes est tres similaire. 

Cette parcnthesc refcrmee, on va presenter dans les sections suivantes les resultats an- 
alytiques obtenus dans le but d'expliquer les constatations numeriques. Lc problcme scrait 
completement resolu si l'on pouvait calculer exactement la limite thermodynamique de la 
fonction ip(t) pour toutes les valeurs de a, (on obtiendrait ainsi ay, t ao \ et ip as ), ainsi que la 
loi de probabilite des grandes deviations de <p pour a > ay (cc qui permettrait de calculer 
C(a), le taux de croissance exponentiel des temps de resolution). Ce programme est bien sur 
trop ambitieux, les resultats suivants sont soit des developpements soit des approximations, 
en assez bon accord avec les simulations numeriques. 

A ma connaissance il n'existe qu'un seul rcsultat rigoureux concernant lc comportcment 
dc PRWSAT sur des formules aleatoires : Alekhnovich et Ben-Sasson |149j ont montre que 
pour a < 1.63, une formule de l'ensemblc 3-SAT aleatoire etait resolu presque toujours en 
un nombre de pas qui croit lincairement avec le nombre de variables. Ce resultat est bien 
en accord avec les simulations numeriques que l'on vient de presenter puisqu'on a trouve un 
seuil dynamique a d ~ 2.7 > 1.63. Signalons aussi un travail numerique sur la phase a petit 
a [T5D] . 

4.4.3 Developpements en clusters dans la phase lineaire 

Un premier angle d'attaque repose sur Putilisation de la methode du developpement en 
clusters presentee dans la uartie l2~4l Cette methode consistant a calculer une serie de Taylor 
autour de a = 0, on s'intcresse a la phase a < a d {K) 1 dans laqucllc l'algorithme trouve 
une solution apres un nombre de pas proche de la valeur moyenne M( so i(a, K). On va done 
chercher un developpement de la fonction t so \ en puissances de a. 

Notons T so \ le nombre de pas effectue par l'algorithme avant de trouver une solution. 
Cette variable est aleatoire, et ce pour plusieurs raisons : 
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- Le choix de la formule F dans l'ensemble K-saX aleatoire. Comme on l'a vu la genera- 
tion d'une formule consiste a choisir un hypergraphe poissonnien G (par le choix des 
variables dans chaque clause), puis a choisir les negations des variables dans les clauses. 

- Le choix de la configuration initiale des variables. 

- Les choix aleatoires que l'algorithme effectue a chaque pas de temps. 

La decomposition de l'hypcrgraphe G en ses composantes conncxcs Gi sc traduit na- 
turcllcmcnt par une decomposition dc la formule F en sous-formulcs indcpcndantcs Fi. On 
s'apcrc,oit alors que T so \ est la somme de variables aleatoires, une pour chaque composantc 
connexe : par definition, une solution de F est trouvee quand toutes les Fi sont resolues, et 
le nombre total de pas de l'algorithme est la somme des pas effectues dans chacune des sous- 
formules. Notons T so \(G) la valeur moyenne de T so \ par rapport aux choix des negations des 
variables, de la configuration initiale et des pas de temps de l'algorithme. Cette quantite est 
additive par rapport a la decomposition en clusters, et on peut done appliquer le formalismc 
generique de la partic l2T4l La seule tache restant a effectuer est le denombrement du nombre 
moyen de pas de temps pour resoudre chaque type de cluster, dont on va donner quclqucs 
exemples maintcnant. 

Pour un cluster constitue d'une seule clause, avec probabilitc 1 — 2~ K la configuration 
initiale est deja une des solutions. Sinon, un seul renversement de variable sera suffisant pour 
satisfaire la clause. Le temps moyen pour resoudre un tel cluster est done 2~ K . 

Considerons maintenant un cluster fait de deux clauses. Deux cas sont a considerer : 

- les deux clauses portent le meme signe sur la variable commune, un exemple pour 
K = 2 est (xi V X2) A (x~2 V X3). La configuration initiale viole les deux clauses avec 
probabilitc 2 1 ~ 2K , une seule clause avec 2 ■ 2~ K ■ (1 — 2 1 ~ K ), ct aucune sinon. Si la 
configuration initiale viole une seule clause, une solution est forcement trouvee aprcs 
le renversement d'une variable. Si elle viole les deux clauses, une solution peut etre 
trouvee en un seul pas de temps si e'est la variable commune qui est renversee la 
premiere (avec done probabilitc 1/K), il faut sinon deux pas de temps. On a done 
dans ce cas un temps moyen de : 

( 2 K -\-\ . (4.69) 



2 2JC-i y K 

les choses se compliquent un peu si les deux clauses ont des exigences contradictoires 
pour la variable commune, par exemple {x\\/x2)/\{x2 S/X3). En effet, imaginons que Ton 
soit dans la configuration des variables telle que la premiere clause soit violee, et que 
la deuxieme ne soit satisfaite que par la variable commune (dans l'exemple ci-dessus, 
ce serait le cas si les trois variables etaicnt vraies). L'algorithme choisit de renverser 
une des variables de la premiere clause ; si par malhcur il prend la variable commune 
aux deux clauses, on se retrouve dans une situation symetrique, ou e'est la deuxieme 
clause qui est violee, et la premiere qui n'est satisfaite que par la variable commune. 
L'algorithme peut done « hesitcr » plusieurs fois entre ces deux configurations avant 
de trouver une solution. On trouve apres un petit calcul que le nombre de pas moyen 
pour trouver une solution est ici : 

f 2 K + -^—\ . (4.70) 



2 2K - 1 \ K-l, 

En prenant la moyenne de ces deux resultats on obtient la ligne c de la table f4~Tl 

Ce dernier exemple met en evidence d'une part un des defauts de cct algorithmic trcs 
simplifie, d'autre part les complications qui apparaisscnt quand on fait cc type dc denom- 
brement avec des clusters de plus en plus grands. Les resultats de l'cnumcration pour des 
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Type 



(T so i)t 



a 
b 
c 
d 
e 



1 



3-2 



2K 



1 

2 3K 



1 

2^ 



1 

2 2K 



■)K+1 



K+l 



K(K-l) 



V2 K 
3-2 2K 



1 K+l , 4K 4 +9K 3 +9K 2 +6K-4 
AT(if-l) """ 3K 2 (K-l)(2K-l)(K 2 -2) 



K 3(K+1) 
z K"(RT-1) 



2K+1 
K 2 (K-1) 



Tab. 4.1 - Contributions au developpement en clusters pour le temps de decouverte d'une 
solution (|4.71(l . La nomenclature des types est celle de la figure 1^31 



formules avec trois clauses au maximum sont resumes dans la table 14.11 ce qui donne en 
utilisant l|2.18|l la formule suivantc : 



tao\(a,K) 



1 K(K+1) 1 

W + K-\ 2 2A "+! a 
4K 6 + K 5 + 6K 3 - 10K 2 



(4.71) 



2K 1 



3(K - 1)(2K-1)(K- 



2 3K+1 



Of 



Notons qu'il y a un facteur a x par rapport a (|2.18|l car on divise par M au lieu de TV dans 
la definition de i so i. 

Cette expression est comparee aux resultats de simulations numeriqucs dans la figure 
14.81 Comme attendu pour un developpement de Taylor au voisinage de 0, l'accord entre les 
deux se degrade quand a augmente. En particulicr la divergence a a c i (non montree sur la 
figure) n'est evidemment pas reproduite par un developpement polynomial. 

Les simulations numeriqucs pour determiner i so i peuvent etre faites avec des systemes 
de tres grande taille, car dans ce regime les temps de calcul ne croissent que lineairement 
avec le nombre de variables. Ceci permet de s'affranchir des effets de taille finie et de tra- 
vailler dans la « limite thermodynamique numerique » . En particulier on peut se convaincrc 
raisonnablcmcnt que la fonction i so i(a, K) ne presente pas de singularity a la transition de 
percolation de Phypergraphe a p = 1/(K(K — 1)), et a priori elle est reguliere jusqu'a sa 
divergence a ad- Sur cet exemple, l'interet de la methode de developpements en clusters 
est assez clair, puisqu'on a pu faire des predictions de nature non triviale (temps d'arret 
d'une dynamique assez elaboree) valables (perturbativement) dans toute la region a < ad, a 
partir de denombrements sur des objets finis qui, s'ils sont pcnibles a effectuer en pratique, 
ne presentent pas de difficultes de principc. 



Au dela du temps mis pour resoudre une formule, on peut aussi s'interroger sur la ressem- 
blance entre la configuration initiale et la solution trouvee. On definit plus precisement la 
distance de Hamming d entre ces deux configurations comme le nombre de variables qui 
sont differcntes de l'une a l'autre. On peut en fait calculcr la moyenne de ccttc distance 
en utilisant la meme proprietc d'additivite sur les clusters et en faisant des enumerations 
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Fig. 4.8 - A gauche, le temps moyen de decouverte d'une solution £ so i(a,3). Les symbolcs 
sont les resultats de simulations numcriques pour 100 echantillons de 10 6 variables, les barres 
d'erreurs sont plus pctites que les symboles. La courbe est la prediction du developpement 
en clusters (|4.71f) . A droite, la distance de Hamming moyenne entre la configuration initiale 
et la solution trouvee, comparee a l'equation (|4.72|) . 



similaires. On obtient pour le developpement de S(a,K), la valeur typique de d/N 



S(a,K) = —^a 



1 8K S 



1 K{K - 1) 
2 2K +i K + I 

6K 7 - 33A 6 + 35A 5 



(4.72) 



58A 4 - 24A 3 - 48A- 



2A 



2 3K+1 



3(A+l) 2 (4A 2 -l)(A 2 -2) 



0(a 4 ) 



qui est aussi en bon accord avec les simulations numeriques comme le montre la figure |4~S1 
Ce calcul etait motive par la constatation suivante. II serait interessant de localiser ctd(K) 
commc le point ou i so i diverge. Comme on n'a qu'un petit nombre de termes du developpe- 
ment, il est difficile d'utiliscr les techniques habituclles pour cstimer le rayon de convergence 
de la serie l|4.71|l . Au contraire, S(a, K) est par definition toujours borne, done une approxi- 
mation polynomialc va etre de meillcurc qualitc. A premiere vue, commc en se rapprochant 
de ad le temps necessaire pour trouver une solution, done le nombre dc fois ou les variables 
sont renversees, diverge, on peut penser que la solution aura perdu toute correlation avec la 
configuration initiale, et done que S(ad{K), K) = 1/2. Ceci fournirait un bon critere pour 
determiner le seuil ad a partir du developpement (|4.72() . En fait cette condition n'est pas tout 
a fait vraie. Par exemple, les variables qui n'appartiennent a aucune clause ne sont jamais 
renversees au cours de l'algorithme, et il y en a une fraction finie e - a <i( K ) K _ u ne question 
ouverte serait done de determiner 5(ad(K), K), autrement dit de savoir quelle partie d'une 
formule au seuil dynamique sc dccorrellc au cours de revolution. On pourrait par aillcurs 
imaginer que cette approchc fournisse une borne rigourcuse sur ad- 



4:AA Une caracterisation approchee du comportement typique 

La methode de developpement presentee dans la section precedente n'est pas suffisante 
pour expliquer toutes les caracteristiques du probleme : elle n'est pas capable de predire 
simplcmcnt la valeur du seuil dynamique ad(K), ni, pour a > ad(K), la valeur du plateau 
atteint aux temps longs et la loi des fluctuations autour de celui-ci. On va done utiliscr 
maintenant une description approchee dc la dynamique qui capture qualitativcmcnt toutes 
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les proprieties du probleme, et qui est en assez bon accord quantitatif avec les donnccs 
numeriques. 

L'idee a deja ete exploitee a plusicurs reprises dans ce chapitre : on veut sc dcbarrasscr 
dcs details microscopiques du systeme, ici la configuration des variables, et se contenter d'une 
description en termes d'observables macroscopiques. Dans le cas present, la plus importante 
est le nombre de clauses non satisfaites dans la formule, dont on notcra E(T) la valeur 
apres T pas devolution de l'algorithme. Le processus stochastique qui regit revolution des 
variables microscopiques est markovien d'apres la definition de PRWSAT donnee en 14.4. II 
La projection de la dynamiquc sur unc variable macroscopique fait perdre ce caracterc 
markovien, commc on l'a vu dans la premiere partie de ce chapitre. On va cependant faire 
l'approximation, a priori assez brutale, que revolution de E(T) est markovienne. 

On a done besoin de la probabilite de passer de E a E + A clauses non satisfaites au 
cours d'un pas de temps, probabilite notee W{E + A, E). A chaque pas de temps, unc 
clause non satisfaite est choisie au hasard, ainsi qu'une des variables de cette clause. Cette 
variable appartient a n clauses en plus de la clause selectionnee. En l'absence d'informations 
microscopiques plus precises, on ne peut que supposer que la loi de probabilite de n est 
une loi de Poisson avec parametre aK, ce qui serait le cas si la clause etait selectionnee 
de maniere purcment aleatoirc (cf. Sec. I2.2fl . Parmi ces n clauses, u sont non satisfaites 
avant le renvcrsement de la variable. A nouvcau, fautc de plus d'informations, on suppose 
que chacune des n clauses a la probabilite E(T)/M d'etre non satisfaite. u a done unc 
distribution binomiale de parametre E(T)/M parmi n tentatives. Le renversement de la 
variable va permettre de satisfairc les u + 1 clauses non satisfaites autour de la variable 
consideree. Par ailleurs, certaines des n — u clauses satisfaites vont etre violees apres le 
renversement. Cela concerne les clauses qui n'etaient satisfaites que par la variable flippee. 
Puisque Ton sait seulement que ces clauses sont satisfaites, la probabilite qu'elles le soient 
par la variable renversee est / = 1/(2 K — 1) (cette notation est introduite pour simplifier la 
discussion de la section EL4.6f) . En notant (f = E/M, on obtient done : 

W(E + A,E) = g e -^M^^( n V«(l-^)»-« (4.73) 



n=0 u=0 



E 



n — u 



r (i - /)"-"- s A , s 



s'=0 

qui a la forme w(A, (p) avec A d'ordre 1, et une dependance reguliere de w en ip. 

Unc fois ctablic cette approximation markovienne pour revolution de E(T), on peut 
utiliser le formalisme general du chapitre. Commencons par calculer le comportement typique 
de ce processus stochastique. 

La variation moyenne de E au cours d'un pas de temps demarrant a E ~ Mtp est 

oo 

[A] v = Y^ w(A,<p)A = -l-aK<p + faK(l-<p). (4.74) 

A=-oo 

L'evolution moyenne ip(t) est done solution de l'equation diffcrcnticllc ordinaire 

j t <p(t) = [A] v{t) = (-1 + aKf) - aK(l + f)cp(t) . (4.75) 

La condition initiale <^(0) = 2~ K (chaque clause a probabilite 2~ K d'etre violee par une 
configuration aleatoire des variables) peut se recrire ip(0) = //(l + /). On a done 

*>(*) = it/ ( x + ^ {^ aK(1+s)t ~ i)) . «-W = Jk ■ ^ 4 - 76 ) 
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Fig. 4.9 - La hauteur du plateau dans l'approximation markovienne (cf. eq. I|4.78[) ') pour 
K = 3 (ligne plcine), comparee a des simulations numcriqucs sur des formulas dc taillc 
N = 10 5 (symbolcs relies par la ligne pointillcc, les barres d'erreur sont plus petites que les 
symbolcs) . 



Cette expression est en accord qualitatif avec les observations numcriqucs : pour a < otd{K), 
Pcncrgie s'annule au bout d'un temps fini 



t so \(a, K) 



-1 



In 1 



aK(l + f)^y a d (K)J ' 
alors que pour a > ad{K) on a une valeur asymptotique positive, 



/ / a d (K) 

<Pas = : I 



1 + / 



(4.77) 



(4.78) 



Comme ici / = 1/(2 A — 1), la valeur du seuil prevu dans le cadre de cette approximation 

est 



a d (K) = 



2 K -l 
K 



(4.79) 



soit 7/3 pour K = 3 au lieu dc la valeur obscrvce numcriquement d'environ 2.7. La figure 
14.91 presente le resultat de cc calcul pour la valeur du plateau, compare aux rcsultats dc 
simulations numcriqucs. L'accord n'est certes pas parfait, ce qui ne saurait etre surprenant 
vu l'approximation que Ton a faite ici, mais n'est pas non plus complctcment deraisonnablc. 



4.4.5 Calcul approche des grandes deviations 

II reste maintcnant a etudier les fluctuations autour du plateau dans le regime a > ad(K). 
On s'interessera en particulier aux grandes deviations qui conduisent a la decouverte d'une 
solution. 

Restant dans le cadre de l'approximation markovienne introduite ci-dessus, on remplace 
revolution microscopique du systeme par les probabilites de transition de l'equation (|4.73|) . 
L 'etude des proprietes gencralcs des processus markoviens locaux de la section f4. 1 .21 nous 
a montre comment calculer les grandes deviations d'un tel processus. Introduisons done la 
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fonction de grande deviation 7r commc 

Prob(£, T) ~ exp[-Mir( V , t)} , ¥>=;§, * = J ■ (4-80) 

Pour suivre les conventions utilises dans cette partie on prend M au lieu de TV comme grand 
parametrc, ce qui ne change pas la discussion puisque M et N sont du meme ordre. La 
transformec de Lcgcndre de tt, notee g(X, t), est solution de l'equation aux dcrivees particlles 
(Q3|) ou 

OO 

e t(\ v ) = J2 w(A,tp) e XA . (4.81) 

A=-oo 

On calcule aiscment la fonction I a partir de la forme Q4.73J I pour w, ce qui conduit a 
l'equation suivante sur g : 



-g(X, t) = -\- aKf (1 - e A ) - a K(l-f + fe x - e - A ) — 



A titre de verification, on peut reobtenir l'equation (|4.75() sur la valeur moyenne avec <p = 
dg/d\\x=o- L'equation aux derivces particlles sur g doit etre complctcc par une condition 
initiale. Les clauses etant initialcmcnt non satisfaites avec probabilite //(l + /), on a 

,g(A,t = 0)=ln('l + T ^(e A -f)^ . (4.83) 

Notons g^s la solution stationnaire de l|4.82|l . atteinte dans la limite t — + oo. En utilisant le 
fait que g est nulle pour A = 0, on peut exprimer cette solution stationnaire comme 

9UX) = -L dX oKil-f + fe'-e-*) ■ (4 ' 84) 

Par transformee de Legendre inverse de cette fonction on reconstruit alors la fonction dc 
grande deviation pour des temps longs, 7r as (ip). En particulier, la probabilite d'une fluctuation 
vers une configuration d'cnergie nulle, en = exp[— M7r as (0)], s'obtient a partir de 

^ as (0) - - min fe (A) = -g(\*) , (4.85) 



oii A* est la valeur de x qui annule l'integrand de l'equation (|4.84|l . On trouve ainsi que 
7r as (0), qui est nul pour a = ad, croit continument avec a : plus l'energie du plateau est 
elevee, moins probable est une fluctuation jusqu'a 0. 

Comme dans le calcul du temps d'ergodicite du modele de Curie- Weiss, les temps de 
resolution par l'intermediaire de ces fluctuations vont etre inversement proportionnel a la 
probabilite de ces grandes fluctuations, et doivent done diverger comme exp[M7r as (0)]. On 
s'attend plus precisement a observer une distribution exponentielle des temps de resolution, 
de moyenne exp[M-7r as (0)]. Le raisonnement est le suivant. La probabilite cat que l'on vient 
de calculer est celle de decouverte d'une solution sur un intervalle de temps t grand mais 
fini dans la limite thermodynamiquc, autrcment dit en un nombre de pas lineaire dans la 
taille du systeme. Decoupons done l'axc des temps t en segments de longueur C, avec C ^$> 1 
mais independant de N, et supposons que sur chacun de ces intervalles une solution est 
trouvee avec probabilite e^r, si elle n'a pas ete trouve avant, auquel cas l'algorithme se serait 
arrete. La probabilite que l'on obtienne une solution dans le k + 1-eme intervalle est done 
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Fig. 4.10 - Histogramme des temps de resolution pour a = 3 > ad, sur l'echelle expo- 
ncnticllcment divcrgcntc exp[AT£]. La valeur de C a ete ajustee pour faire se superposer les 
queues aux diffcrcntcs taillcs. 

£n(1 — f-N) k ■ Comme ejv est exponentiellcmcnt petit, on doit avoir k cxponentiellcment grand 
pour que la limite thermodynamiquc de cette probabilite ne soit pas trivialcmcnt nulle. On 
a alors une distribution des temps de resolution qui suit unc loi cxponentiellc ayant pour 
moyenne e^ . Dans tout cc qui precede on a neglige tous les prcfactcurs, ce resultat ne doit 
done etre que l'ordre dominant dans la limite thermodynamique. 

La figure 14.101 prescntc un histogramme des temps de resolution dans la phase a > 
ad, pour differentes tailles des formules. Le comportement est en accord qualitatif avec les 
previsions analytiques, les temps typiques divergent cxponentiellcment avee N. Ccpcndant 
le taux £ de divergence, qui devrait valoir a7r as (0), n'est pas quantitativement predit par 
1' approximation markoviennc. 



4.4.6 XORSAT 

XORSAT J2H1 est une variante du probleme de la satisfiabilite dans laquelle les variables 
au sein d'une clause sont relies par des OU EXCLUSIF logiques a la place du OU standard. 
En termes de variables d'Ising ceci correspond a une interaction habituelle ou l'energie est 
le produit de K spins. Une clause est satisfaite si et seulement si le produit des spins de la 
clause est cgal a une certaine variable gelee a ±1. Parmi les 2 K configurations des variables 
d'une clause, la moitie la satisfait, l'autre moitie viole cette contrainte. Du point de vue 
de la complexite dans le pire des cas, XORSAT est un probleme facile. On peut en effct 
le reformuler comme un probleme d'algebre lineaire modulo 2, soluble par des algorithmcs 
polynomiaux. 

Un ensemble alcatoire de formules de XORSAT peut etre defini exactement de la meme 
fagon que pour la /f-satisfiabilitc, les K variables de chaque clause etant choisies uniforme- 
ment parmi les (^.J X-uplcts possibles. II y a dans ce cas aussi un phenomene de seuil : pour 
a < a c prcsque toutes les formules ont des solutions, pour a > a c presqu'aucune formule 
n'en a. La valeur du seuil est a c — 0.918 quand K = 3. Le clustering des solutions dans 
la phase satisfiable est aussi present, et se produit a a — 0.818. La presence de ces deux 
phenomenes, ainsi que les valeurs des seuils, ont ete prouvees rigoureusement |40II41| . 

On peut utiliscr l'algorithmc PRWSAT sur les formules de XORSAT. Les simulations 
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numeriques sur des formules aleatoires presentent le meme type de comportement, avec une 
phase de basse concentration ou une solution est trouvee en un nombre lineaire de pas de 
temps, alors qu'un plateau dans l'energie se developpe au dessus d'un seuil dynamiquc. 
L'etude analytique dans le cadre de l'approximation markovienne est tres similaire a celle 
effect uee pour la JC-SAT. En fait la seule difference est que pour XORSAT, une clause 
satisfaitc dont on rcnversc une variable dcvicnt automatiqucmcnt non satisfaitc. Autremcnt 
dit, toute les formules des sections 14.4.41 et 14.4.51 restent valable en prenant / = 1. En 
particulier le seuil est dans ce cas prevu a a^(K) = l/K. L'accord est quantitativement 
meillcur pour XORSAT, commc on pourra lc constatcr sur les figures de la publication P4. 

4.4.7 Limite de grand K 

L'approximation markovienne a permis de reproduire qualitativemcnt les resultats des 
simulations numeriques, mais n'cst cvidemmcnt pas quantitativement exacte. De plus, cette 
approximation nc fait pas apparaitre de maniere evidente un petit paramctre qui controlerait 
l'importance des termes negliges. On peut cependant faire deux conjectures sur des limites 
dans lesquelles 1' approximation markovienne serait exacte. 

Une premiere situation est celle ou lc ratio a = AI/N devient tres grand. Dans ce 
cas le calcul approche predit que le plateau tend vers //(l + /), qui n'est autre que la 
valeur de tp pour une configuration aleatoire des variables. Autrement dit, la formule est 
tellement surcontrainte que l'algorithme se contente de renverser des variables sans faire 
decroitre l'energie. Ceci suggere done que 1/q pourrait etre un petit parametre dans une 
amelioration systematique de l'approximation. La courbe de la figure 14.91 semble indiqucr 
que cette hypothese est correctc. 

Une autre limite, plus riche, est celle d'un grand nombre K de variables par clauses. Le 
seuil dynamique est alors equivalent a 2 K /K, et Ton pose a = a*{2 K — 1)/K pour avoir une 
limite non triviale. Considcrons par exemplc le temps de resolution dans l'approximation 
markovienne donne par Pequation (|4.77(l . Posons aussi i* ol = 2 K t so \. II vient alors dans la 
limite K — *■ oo : 

&i(«*) = -A ln (! - «*) = 1 + \a* + \{a*f + 0((a*) 3 ) . (4.86) 

Le point encourageant est que le developpement en clusters l|4.71() , une fois exprime en termes 
des quantites reechellees i* ol et a*, conduit au meme resultat dans la limite K — > oo. Cette 
coincidence donne du credit a l'hypothese d'exactitude de l'approximation markovienne dans 
cette limite. 

La figure 14.111 est un autre element en favour de cette hypothese. Elle presente des 
resultats de simulations numeriques pour la hauteur du plateau ip as avec differcntes valeurs 
de K. On a pris les echelles Lp* as = 2 K ip as et a* pour pouvoir comparer les differcntes valeurs 
de K sur la meme courbe. On constate que quand K augmente l'accord avec la prediction 
de l'approximation markovienne s'amcliore. 

4.4.8 Perspectives 

Esquissons quclques directions dans lesquelles cette etude pourrait etre approfondic. 

D'une part, une description quantitativement meilleure de la dynamique de cet algo- 
rithme serait souhaitable. Une possibilite consistc a projeter sur une observable macro- 
scopique plus fine que celle utilisce ici. Dans la publication P4 nous avons suivi cette idee 
en distinguant plusicurs types de clauses. La precision de l'approximation en est legerement 
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Fig. 4.11 - La hauteur du plateau en unites reechellees dans l'approximation markovienne 
(Vas = 1 ~ (l/ a *)) en hgne pleine, comparee a des simulations numcriques pour K = 3,5 et 

7. 



amelioree, mais la valeur predite pour le seuil n'est pas modifiee. Les auteurs de |134) ont util- 
ise comme observable une fonction ressemblant au p a (u; t) de la partie l4*31 Cela conduisait a 
des resultats meilleurs, au prix de l'integration numerique d'un jeu d'equations differentielles 
couplces. II y a ici une difficultc supplcmcntaire par rapport au cas du ferromagnetique sur 
l'arbrc de Bethe : la connectivite des variables n'etant pas borne dans l'ensemble des for- 
mules alcatoircs, il apparait un nombre infini d'equations couplees. En pratique il faut done 
mcttre une coupure pour les resoudre numcriqucment. Une autre possibilitc consisterait a 
garder l'obscrvable la plus simple possible, mais a tenir compte des effets non markoviens 
dans son evolution. On peut s'attendre alors a ce que l'equation donnant l'energie moyenne 
soit une generalisation de (|4.75|) du type 



dt 



<p(t) = (-1 + otKf) - oK(l + f)tp(t) + / dt' F(t, t')(p(t') 



(4.87) 



ou Fit, t') devrait s'exprimer de maniere autocoherente en termes de <p. C'est ce type d'equa- 
tion qui a ete obtenue par Deroulers et Monasson dans leur etude du processus de con- 
tact |148| . Dans leur cas l'approximation markovienne correspondait a une limite de dimen- 
sion D infinie, et F est d'ordre 1/D. D'apres la discussion de la partie l4~4.7l il est raisonnablc 
de s'attendre ici a un noyau F d'ordre 1/K. On peut esperer obtenir un tel developpcmcnt 
soit en adaptant la methode de |148j a ce probleme, plus difficile a cause de la presence de 
desordre gele dans les regies dynamiques, soit en utilisant les operateurs de projection de 
maniere plus astucieuse. 

Les appendices 14.51 et 14.61 prcscntcnt deux petits calculs non publies pour des variantes 
simplifiees du probleme, qui pourraient constituer d'autres points de depart pour une amelio- 
ration systematique de l'approximation. 

D 'autre part, on peut aussi noter que le processus stochastique etudie ici n'est que la 
version la plus simple d'une famille d'algorithmes, connue sous le nom generique de Walk- 
SAT |151j . II est raisonnablc de choisir une clause non satisfaite a chaque pas de temps 
d'un algorithme de recherche locale, puisque nccessairement une de ses variables doit etre 
renversee avant qu'on trouve une solution. Mais on a une tres grande libertc pour choisir, 
au sein de cette clause, la variable a renverser. Comme on l'a vu dans les enumerations de 
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la nartie |4~4.3I le choix purement aleatoire peut etre dangcrcux quand il conduit a violer 
des clauses qui n'etaient jusque la satisfaites que par la variable que Ton va flipper. Dcs 
dizaines d'heuristiques differentes ont ete inventees pour ameliorer ce choix [1521 1153) . Cer- 
taines d'entre elles sont « markoviennes », au sens oil elles n'utilisent que l'information sur 
la configuration presente pour faire le choix de la variable a flipper, d'autres gardent au 
contraire une memoire de revolution passee. On presente dans l'appendice 14.71 deux de ces 
heuristiques plus elaborees. 

Au moins pour les heuristiques markoviennes, on peut s'attendre, et on a en partie veri- 
fie numcriqucment, a ce que l'image decrite ici d'un regime a faiblc a ou les formules sont 
rcsolues apres un nombre de pas proportionnel a leur taille reste valablc. Un argument en 
faveur de cette hypothese est que le dcveloppement en cluster du temps de resolution reste 
faisable pour de telles heuristiques. La question se pose alors naturellement de connaitre 
les seuils dynamiques des differentes heuristiques, et de savoir s'il existe une barriere intrin- 
seque, strictement inferieure au seuil de satisfiabilite, au dela de laquelle aucun algorithmc 
de recherche locale ne serait capable de trouver une solution. Cette question, assez ouverte, 
est discutee dans la revue C2. L'idee selon laquelle le seuil de clustering doit jouer ce role est 
partiellement base sur l'etude de la dynamique de Langevin du modele p-spin spherique j43j . 
Toutefois, les algorithmes de recherche locale ne verifient pas de condition de balance de- 
taillee, il n'est done pas evident que les caractcristiques du « paysage d'energic libre » soicnt 
pertinents pour eux. De plus, une etude recente de Montanari et Ricci-Tcrsenghi |57j incite 
a reconsiderer les intuitions basees sur les resultats du p-spin spherique, qui semble etre un 
cas tres particulicr dans la famille des modeles desordonncs en champ moyen. 

Finalcment, on peut faire deux remarques au vu de l'activite dans la communaute infor- 
maticienne. Les formules de l'ensemble aleatoire etudie theoriquement sont tres differentes 
de celles rencontrees dans les applications pratiques de la satisfiabilite. Ces dernieres sont 
souvent produites par des logicicls qui convertissent un premier problems en une formule 
de satisfiabilite, celle-ci etant ensuite soumise a l'algorithmc proprcment dit. Les formules 
vont done porter la marque de cette traduction, et une structure particuliere, surement tres 
diffcrente d'un hypergraphc poissonicn, doit apparaitre. De plus, les problcmes de depart 
sont souvent definis dans un espacc cuclidicn, par exemple les problcmes de routage de cir- 
cuit imprime ont une structure naturelle planairc. II serait done interessant de definir un 
ensemble aleatoire (car cela permet d'utiliser des methodes probabilistes) dont les formules 
typiques ressembleraient un peu plus a celles interessantes pour les applications. Une etape 
intermediaire consisterait peut-etre a s'inspirer des graphes dits « small-world » qui inter- 
polent entre une structure euclidicnne et un voisinage aleatoire de type champ moyen |154| . 
Une solution encore plus satisfaisante de ce dilemme serait de pouvoir donner des predictions 
formule par formule et non pas typiqucment sur un ensemble. L'utilisation de la methodc 
de la cavite dans l'algorithme de survey propagation |35| semble ouvrir une porte dans cette 
direction ; il n'est cependant pas encore evident que cette methode soit gcncralisable a des 
formules tres differentes de l'ensemble K-SAT aleatoire. La dernicre remarque concerne le 
problcme dit de MAX-K-SAT, qui consiste a trouver une configuration optimale, e'est-a-dire 
minimisant le nombre de clauses violees, d'une formule non satisfiable. C'est un probleme tres 
difficile ; des versions moins exigeantes, dites d'approximabilite, se contentent de trouver une 
configuration satisfaisant plus qu'un certain pourcentage du nombre optimal de contraintcs 
satisfiables simultanement. Les etudes numeriques de PRWSAT presentees ici montrent que 
cet algorithme trouve, en temps lineaire et avec grande probabilite pour des formules de 
l'ensemble iT-SAT aleatoire, une configuration violant moins que M(</j as + e) clauses, ou (p as 
est la hauteur du plateau et e > est arbitraire. Ce resultat serait peut-etre utile dans le 
contexte des algorithmes d'approximation. 
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4.5 Appendice : Une dynamique algorithmique exacte- 
ment soluble 

Considerons la variante suivante du modele de K-SAT aleatoire. Une formule est toujours 
constitute de M clauses de longueur K, tirees uniformement parmi les ( K ) if-uplets possibles 
sur N variables. La difference est que les literaux ne sont jamais nies, autrement dit la seule 
configuration qu'une clause interdit est celle ou les K variables qu'elle contient sont toutcs 
fausses. II est clair que pour toute valcur dc«= M/N, la formule est satisfiable, puisqu'il 
sufnt dc prendre toutes les variables vraies (i.e. tous les spins cr, = +1) pour obtcnir une 
solution. 

On peut etudier le comportement dc l'algorithme PRWSAT sur cc modele-la, meme si 
evidemment l'interet en est assez academique. Supposons done qu'une configuration initialc 
aleatoire des spins soit choisie, et qu'a chaque pas de temps une des clauses non satisfaites 
soit selectionnee, puis une de ses variables renversees. 

Decrivons l'etat du systeme apres T pas de l'algorithme par N(u, T), nombre de variables 
entourees par u clauses non satisfaites. On posera t = T/N le temps continu dans la limitc 
thcrmodynamiquc, ct p(u, t) = N(u,T = Nt)/N la fraction dc variables de « type » u. Les 
moyennes avec cette loi p seront notees : 

oo 

(•)* = E«K«,t)- (4-88) 

Comme e'est une clause non satisfaite qui est choisie a chaque pas de temps, la variable 
renversee est de type u avec une probabilite proportionnelle a up(u,t), done par normal- 
isation cette probabilite est egale a up(u,t)/(u)t- La variable devient de type apres son 
renversement. Les {K — l)u voisines sont de type u' avec probabilite u' p(u' , t) / (u) t si Ton 
neglige les correlations entre voisins (cf. l'approximation des voisins independants de la par- 
tic ^OJ ct voicnt leur type diminuer de 1. Rcgroupant ces diffcrcntcs contributions, on 
obticnt Pcquation d'evolution : 

4>(M) = *u,o - ^7^ + (K - l) { -^[(u + l)p(u + l,t)- up(u,t)} . (4.89) 

dt (u) t {u)i 

Calculons la condition initialc p(u,0). Avec probabilite 1/2 la variable est vraie (<x; = +1), 
et done elle est de type 0. Si la variable est fausse, elle appartient a n clauses avec une loi dc 
Poisson de paramctre aK, chacune de ces n clauses est non satisfaite avec probabilite 2 1 ~ K 
puisqu'il faut pour cela que les autres variables soient elles aussi fausses. On a done 

p(u,0) = \s ufi + l±e-^^( n )(2^r(l-2^r U (4-90) 

n— u ^ ' 

= o(0)<J„,o + (1 - a(0))e- 6 W ^f- , (4.91) 

avec o(0) = 1/2 et 6(0) = aK2 1 ~ K . 

On trouve en fait une solution de l'equation d'evolution l|4.89|l avec 

p(u, t) = a(t)8 ufi + (1 - a(t))e- b ^ ^ , (4.92) 

ou les parametres a et b dependent du temps. En inserant cette forme dans l|4.89|l on obticnt 
des equations diffcrcnticllcs pour a ct 6, qui conduiscnt a 

a(t) = l+t , ^ = -^+(^ + 2'"^)^^) , (4.93) 
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et done finalement la fraction de clauses non satisfaites ip(t) = (u)t/(aK) vaut 

i n \ ( 2 K - 1 \ n 



Cette fonction decroit de 2~ K a t = jusqu'a pour t = t so \, avec 

tsDl = 2 _ QK-i+aiK-l)) 1 ""-* ' (4 ' 95) 

Les simulations numeriques sont en parfait accord avec le calcul. II est sans doute exact : 
les variables etant flippees au maximum une fois, il n'y a pas de correlation entre clauses 
voisines et l'approximation des voisins independants doit etre correcte. Une autre maniere 
de rendre rigoureux ce calcul consiste a voir revolution de l'algorithme comme un processus 
de decimation de graphe. En effet, au bout de T pas de temps le nombre de variables fausses 
(de spins —1) est N(T) = N x (h — t), car les variables flippees le sont toujours de fausses 
vers vraies. De plus, l'ensemble des clauses fausses forme un hypcrgraphc poissonnien de 
M(T) clauses sur N(T) variables. A chaque pas de temps on enleve une variable, et n + 1 
clauses, ou n est tiree avec une loi de Poisson de parametre Ka(t) : a(i) = M(T)/N(T) est 
la densite de clauses dans le sous-graphc compose seulement des clauses violees. En calculant 
le nombre moyen de clauses qui survivent a la decimation jusqu'a l'instant t, on retrouve le 
resultat pi| . 

L'interet de ce calcul ne reside pas dans le resultat, mais dans la possibilite que l'on puisse 
s'en servir comme point de depart pour un developpement perturbatif : si dans la generation 
d'une formule de i^-SAT on choisit de nier un literal avec probabilite e/2, l'ensemble aleatoire 
habituel correspond a e = 1, le calcul exact que l'on vient de faire a e = 0. Peut-etre pourrait- 
on systcmatiscr un developpement en puissances de e. 
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4.6 Appendice : Une deuxieme variante 

Je voudrais presenter ici des resultats numcriques et analytiques concernant la dynamique 
dc PRWSAT sur une autre variante du problcme de satisfiability 

On va s'interesser a des formules de i-T-XORSAT, en d'autres termes un modele du 
type if-spin dilue, mais au lieu de prendre un hypergraphe poissonicn on va utiliscr un 
hypcrgraphe a connectivite fixe : chaque variable apparticnt h L = l + l clauses. Pour L > K 
les formules ne sont jamais satisfiables, on peut cependant s'interesser a la dynamique de 
PRWSAT sur ce problemc, ct en particulicr a Penergie stationnaire attcintc aux temps longs. 

Je ne detaillerais pas les calculs qui sont tres proches de ceux presentes dans le corps du 
chapitrc. En definissant ip(t) la fraction de clauses non satisfaites apres Mt pas de temps, 
on obtient dans 1' approximation binomiale (e'est-a-dire Papproximation markoviennc pour 
une projection sur le nombre de clauses non satisfaites) : 

¥>(*) = \ + J t (e~ 2lt - 1) • (4-96) 

Dans Papproximation des voisins independants on suit p(u), la fraction de sites entourees de 
u clauses frustrees, dont on sous-entend la dependance tcmporclle pour alleger les notations. 
On definit aussi 

L 1 

<•> = Y. ' p^ - tel i ue v = j^ ■ ( 4 - 97 ) 

On obtient a cc niveau d'approximation une equation d'evolution pour p : 

TM U "> = 1FTX i- u P( u ) + ( L - u )p( l - u )] 
at A (u) 

L(K-l)(u 2 ) r/ 
+ K{u)2 L [(u + l)p(u + l)-up(u)] 

+ L{K KU ){Ui t ~S U)) ^ L - U+ l ^ U -V-( L - «M»)1 » ( 4 - 98 ) 

K(L — u)(u) 

que Pon peut integrer numeriquement. 

La figure 14.121 presente les resultats des simulations numcriques comparees a ces deux 
niveaux d'approximation. Comme Pon pouvait s'y attendre, la deuxieme approximation 
conduit a un meilleur accord avec les simulations numcriques. Pour t m 0.5 il reste cependant 
une erreur systematique, trop petite pour etre vue sur la figure. 

Le point qui me parait le plus interessant est la limite des temps longs. L'approximation 
binomiale predit 

^ as = lim ip{t) = £ ~ 2 . (4.99) 

t^oo 2(L — 1) 

La solution stationnaire des equations 14.98J I n'a pas une forme binomiale (sauf dans la limite 
K — ► oo), mais conduit cependant a la mime fraction de clauses violees que l'approximation 
binomiale. Dc plus, ce resultat (|4.99|l est compatible, aux fluctuations de taillc finie pres, 
avec les simulations numcriques. Ccs dcrnicres etant ete realises sur des systemes de tres 
grande taille (N = 10 7 , on peut difHcilcment faire plus a cause de la taille de la memoire 
vive des ordinateurs actucls), il est raisonnable de faire la conjecture que le resultat l|4.99|l 
est exact. 
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Fig. 4.12 - Evolution de l'energie pour PRWSAT sur des formules de XORSAT a connec- 
tivity fixe. Symboles : moyennes sur 100 simulations avec K = 3, L = 3, pour des formules 
de N = 10 7 variables, les barres d'erreur sont plus petites que les symboles. Ligne pointil- 
lee : approximation binomiale (|4.97|) . Ligne pleine : approximation des voisins independants 



On aurait determine alors une des caracteristiques de l'etat stationnaire de ce processus 
hors-d'equilibre (rappelons que la dynamique de PRWSAT ne verifie pas la condition de 
balance dctaillce), bien que l'etat stationnaire soit non trivial, la forme de p n'etant pas 
binomiale. Dans une comparaison un peu hasardeuse, on peut faire un rapprochement avec 
le processus d'exclusion completement asymctriquc : lc diagrammc des phases de ce dernier 
probleme est correctcment predit par une approximation de champ moycn. Pourtant son etat 
stationnaire est plus riche que ne le suggere la solution de champ moyen, comme l'indique sa 
representation exacte en termes de produits de matrices verifiant une certaine algebre |155| . 
On peut se demander si cette similitude est purement fortuite ou si les methodes developpccs 
dans le cadre du processus d'exclusion pourrait etrc adaptees aux problcmes algorithmiqucs. 
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4.7 Appendice : Deux heuristiques plus performantes 

L 'algorithme WalkSA T/SKC 



Comme on I'a discute dans la section 14.4.81 lc choix de la variable renversee dans une 
clause non satisfaite peut donner lieu a des strategics plus ou moins raffinces. De manicrc 
generale, leur objectif est d'eviter de flipper une variable lorsque celle-ci appartient a une 
clause satisfaite seulement par la variable en question. 

Parmi les heuristiques que Ton a qualifiees de markoviennes, considcrons celle nominee 
WalkSAT/SKC |151j : a chaque pas de temps de l'algorithme une des clauses non satisfaitcs 
est choisie au hasard. On examine ensuite ses K variables, et pour chacune on definit son 
breakcount comme le nombre de clauses satisfaites qui deviendraient non satisfaites si elle 
etait renversee. S'il y a des variables qui ont un breakcount nul, on flippe au hasard une de 
celles-ci. Si au contraire elles ont toutes un breakcount strictement positif : 

- Avec une certaine probabilite p, on flippe une des K variables au hasard. 

- Avec probabilite 1 — p, on flippe une des variables ayant un breakcount minimal. 
Des experiences numcriqucs montrent qu'au moins pour a < 4, lc nombre de pas T so \ ncccs- 
saires pour trouvcr une solution a une formulc alcatoirc croit lincairement avec la taille des 
formules. On a represents sur la figure l4~T!11 1cs moyennes de ces temps determines numcriquc- 
ment, en utilisant a nouvcau Punitc t so i = T so \/M. 

Comme dans le cas de PRWSAT, la distribution de t so i est fortement piquee autour de 
sa valeur moyenne dans la limite thermodynamiquc. On peut aussi calculer cette fonction 
ordre par ordrc en a grace a la mcthode du dcveloppement en clusters, le temps de resolution 
moyen etant ici encore une fonction additive grace au caracterc markovien de Phcuristique 
de choix de la variable flippce. 

Cette modification rend done l'algorithme beaucoup plus pcrformant, puisqu'on est passe 
de ad w 2.7 a a^ > 4, done un seuil dynamique tres proche du seuil de satisfiabilitc a c ss 
4.26. II est assez difficile d'estimer avec beaucoup de precision le seuil eta- Les simulations 
numeriques sur des formules de taille N = 10 6 suggerent a^ w 4.19 (cette valeur est aussi 
avancee dans |156| 1. mais paradoxalement ces tailles sont peut-etre trop petites pour etre 
debarrassees des effets de taille finie (bien que Ton atteigne quasiment la limite de memoire 
vive des ordinateurs actuels). En effet, les calculs statiques |2Z] predisent pour ces valeurs de 
a des « etats metastables » dont Penergie pourrait etre de l'ordre de grandeur du bruit de 
taille finie. On ne peut done pas trancher ici a propos de la pertinence ou pas des predictions 
statiques pour l'existcncc d'un seuil intrinseque a tous les algorithmes de recherche locale. 



L'algorithme RRT (Record to Record Travel) 

Une autre variante, introduite par Seitz et Orponen |15f>) . tombe dans la classe des 
heuristiques non markoviennes. La modification de PRWSAT est la suivante : 

- On garde en memoire au cours de revolution de Palgorithme la valeur -E m i n , qui est la 
plus basse valeur de Penergie (nombre de clauses violees) que Pon ait rencontre depuis 
le debut de Pexecution. 

- A chaque pas de temps, on choisit une clause violee au hasard, ainsi qu'une de ses K 
variables uniformement (comme dans PRWSAT). Cette variable n'est renversee que si 
Penergie aprcs le renvcrsement est plus petite que -Emm + d, ou d est un parametrc fixe 
pour toutc P evolution. Sinon on nc change pas la configuration des variables. 
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Fig. 4.13 - Temps de resolution dans la phase lineaire pour l'heuristique WalkSAT/SKC. 
Simulations numeriques realisees sur des formulcs dc N = 10 6 variables pour K = 3, la 
parametre de bruit valant p = 0.5. La courbe sert seulement de guide pour l'oeil. 



d est une mesure du « laxisme » de l'algorithme : si ce parametre est tres grand la plupart 
des mouvements vont etre acceptes. 

La figure 14.141 montre revolution de Penergie pour differentes valeurs de a et de d. 
Examinons d'abord la figure du haut, qui se concentre sur une seule valeur de a. On a 
seulement represente la fin de revolution, pour que la figure soit plus claire. Pour t = 10, 
les energies croissent avec d : a cet instant revolution la moins permissive a conduit a la 
meilleure configuration. Ccpcndant aux temps plus longs, cette courbe restc bloqucc a une 
energie strictcmcnt positive, alors que les autres evolutions, plus laxistes, finissent par trouver 
une solution et s'averent done plus efficaces. On constate cependant que la courbe avec le 
plus grand d met le plus de temps pour trouver une solution. II y a done, pour une valeur de 
a donnee, une tolerance d optimale pour trouver une solution le plus rapidement possible. 
La partie du bas de la figure l4~T4l complete cette description : pour a = 4.05 e'est d = 5 qui 
est optimal, pour a = 4.07 les choix d = 5 et d = 6 se valent, tandis que pour a = 4.09 lc 
parametre d = 6 devient optimal. 

Le schema 14. 1 51 resume le comportement de l'algorithme : pour une tolerance d donnee, 
le temps de resolution (compte dans l'unite reduite nombre de pas divise par nombre de 
clauses) croit avec a et diverge a une valeur a m (d). Ccttc valeur scuil est d'autant plus 
grande que revolution est permissive. 

Dans leur article, Seitz et Orponen ont determine a m (d) pour d entre 5 et 9 par un 
ajustement de donnees experimentales sur la divergence des temps de resolution en fonction 
de a, puis extrapole le comportement de a m (d) quand d tend vers l'infini. Cela conduit 
a Q m (oo) sa 4.26, autrement dit cet algorithme serait capable de resoudre en un nombre 
de pas N f(a) lineaire dans le nombre de variables, jusqu'au seuil de satisfiabilite a c (avec 
cependant / qui diverge a a c ). Cette hypothese est assez frappante, a nouveau de possibles 
effcts de taille finie sont difhciles a estimer ici. 

Soulignons que rf, qui est d'ordre 1, est une tolerance dans le nombre de clauses non 
satisfaites, lui meme d'ordre N. Modifier d'une quantite finie la hauteur des « barrieres » 
que Ton s'autorise a franchir modifie radicalement lc comportement de cet algorithme, dont 
une description analytique scmblc difficile a l'heure actucllc. 
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Fig. 4.14 - Decroissance de la fraction de clauses non satisfaitcs en fonction du temps pour 
l'algorithmc RRT, a differentcs valcurs de a et de d. Simulations numeriques realisees sur 
des formules de N = 10 6 variables pour K = 3. 



104 



Ch. 4 : Dynamiques de spins discrets 



*sol 




Oi m (di) a m (d 2 ) a m (d 3 ) a 
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Chapitre 5 

Autour d'un theoreme de 
fluctuation 



La dynamique des systemes a l'equilibre thcrmiquc vcrifie dcs proprictcs caractcristiqucs 
comme l'invariance par translation dans le temps ct lc theoreme de fluctuation-dissipation 
(FDT) qui relic fonctions de reponse et dc correlation. Parmi les diffcrentcs families de 
systemes hors d'cquilibre, les verres dc spin prcsentent des violations de ces deux proprictcs 
d'un type particulicr (vicillisscment ct apparition dc temperatures effectives). Ce phenomene 
a ete initialement ctudic dans le cadre des modeles de champ moyen completcment connectcs. 
Pour cette famille de modele, toutes les fonctions de correlation et de reponse decoulent de 
celles a deux temps, comme on l'a vu dans la partie rOI 1 . En toute logique, celles-ci ont ete 
les objets d'etude principaux des investigations theoriques. 

Dans le cas des modeles dilues, il faut en principe connaitre toute la hierarchie des 
fonctions de correlation et de reponse pour caracteriser le systeme. Cette constatation a 
motive l'ctudc presentee dans ce chapitre, qui a fait 1'objct d'unc partie de la publication 
P5. 

La premiere partie rappclle dcs rcsultats classiques sur les proprietes d'cquilibre des 
fonctions de correlation ct dc reponse a deux temps. On etudie ensuite la generalisation de 
ces proprietes aux fonctions a plus de deux temps. La troisieme partie est consacree a une 
version du theoreme dc fluctuation qui unifie toutes ces relations. Finalcment des conjectures 
sur la modification de ces resultats pour des systemes hors d'equilibre du type verres de spin 
dilues sont avancees. 

5.1 Proprietes d'equilibre des fonctions a deux temps 

5.1.1 Enonces 

Considcrons un systeme physique en contact avec un thermostat a la temperature T . 
Pour deux observables generiques A et B du systeme, leur fonction de correlation a deux 
temps est definie comme 

C AB (t,t') = (A(t)B(t')) . (5.1) 



1 Ceci n'est en toute rigucur vrai que pour les modeles spheriques, et pour les contributions dominantes 
dans la limite thermodynamique. Le calcul de la partie connexe des fonctions a quatre temps du modele SK 
spherique peut se trouver dans 11571 . Dans ce modele completcment connecte ces parties connexes sont des 
corrections d'ordre 1/7V. 
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La notation (•) designe une moyenne d'ensemble, c'est-a-dire sur la repetition d'un grand 
nombre de mesures. 

Supposons que l'on rajoute un champ exterieur h(t), couple lineaircment a l'obscrvable 
B : l'energie du systeme est modifiee par un terme —hB. Dans le cas de systeme de spins 
homogenes, il est naturel de considerer un champ magnetique couple a la magnetisation 
totale. Pour dcs systcmcs desordonncs, il pcut etrc neccssairc de considerer des champs 
variables dans l'espace. 

On notera (•);, lcs moyennes d'ensemble en presence de la perturbation exterieurc. Si 
cette derniere est sufBsamment faible, la theorie de la reponse lineaire s'appliquc : 

(A(t)) h = (A(t)) + f dt' R AB {t;t')h{t') + 0(h 2 ) , (5.2) 

ou to est le temps initial de preparation du systeme. Cette relation definit la fonction de 
reponse comme 






(5.3) 



h=0 



La fonction de reponse RAB(t;t') mesure done la variation moyenne de l'observable A a 
Pinstant t pour une perturbation couplee a B appliquee pendant un intervalle de temps 
infinitesimal autour de t' . 

Enoncons maintcnant les proprietes de ces fonctions de correlation et de reponse. 



Causalite 

La borne superieure de l'integration dans l|5.2|) est prise en t par causalite : une per- 
turbation ne peut modifier le systeme avant d'avoir ete appliquee. De manicre cquivalentc, 
i?AB (£;£') = si t' > t. Ces exigences de causalite restent valables hors de 1'equilibrc. 



Invariance par translation temporelle 

Pour un systeme a l'equilibre, toutes les fonctions de correlation et de reponse sont 
invariantes par translation temporelle, en particulier celles a deux temps ne sont fonction 
que de la difference entre les deux temps, Cab(*, t') = Cab^— f) et i?Ae(t; t') = RAB(t — t'). 
Cette situation est verifiee si le systeme est prepare a l'instant initial dans une configuration 
typique de la distribution de Gibbs-Boltzmann, ou bien si Ton laisse le systeme relaxer 
sufhsamment longtemps apres sa mise en contact avec le thermostat. 



Theoreme de fluctuation-dissipation 

Les fonctions de correlation et de reponse d'cquilibre ne sont pas independantcs. Le 
theoreme de fluctuation-dissipation impose en effet la relation suivante : 

Rab(t) = -±^^- pourrX). (5.4) 

Cette relation est assez remarquable car elle relie des proprietes de natures differentes ( « fluc- 
tuation » : decroissance de la fonction de correlation au cours du temps en l'absence de 
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perturbations exterieures vs « dissipation » : reponse du systeme a une perturbation, dont 
le travail fourni doit etre dissipe). Elle est par ailleurs independante du systeme considere, 
et ne fait intervenir que la temperature du bain thcrmiquc. 



Relation d'Onsager 

Enfin, lcs relations dc reciprocite d'Onsager impliqucnt 

C AB {t,t') = C BA (t,t') , (5.5) 

ce qui n'est pas completement trivial si les observables A et B sont distinctes. 

5.1.2 Une preuve 

Dans la publication P5 ces proprietes sont demontrees pour une dynamique micro- 
scopique de variables continues qui evoluent selon l'equation de Langevin. Pour completer 
cette approche et insister sur la generality des resultats on va utiliser une modelisation 
legcrcmcnt diffcrentcs. 



Definitions 

On suppose que le systeme a un espace de configurations a discretes, et que l'influcncc 
du thermostat sc traduit par une evolution microscopique stochastique, selon l'equation 
maitresse en temps continu : 

f t P(a,t)=^W(a,a')P(a',t). (5.6) 

W(a,a') represente le taux de transition entre les configurations a' et a. P(a,t) est la 
probability que le systeme soit dans la configuration a a l'instant t, les moyennes d'ensemble 
seront done effectues selon cette probabilite. De plus les observables sont de simples fonctions 
de la configuration, A(i) = A(a(t)). 

La conservation des probabilites implique une condition sur les taux dc transition, 

J2W(a,a') = 0. (5.7) 

On prend done pour les elements diagonaux de W : 

W(a,a) = - ^2 W(a',a) . (5.8) 

a' ^ff 

Le bain thcrmique extericur au systeme l'cntraine vers la distribution d'cquilibrc dc Gibbs- 
Boltzmann P e q((?) = {l/Z) exp[— (3H(a)]. Pour que cette loi de probabilite soit une solution 
stationnaire de l'equation maitresse, on suppose que les taux de transition verifient la con- 
dition de balance detaillee 

W(a,a')P cq (a')=W(<j',<j)P cq (<j) V(a.ff'). (5.9) 

Cette condition est suffisante (mais pas ncccssairc) pour que l'cquilibrc thcrmique soit un 
point fixe de revolution. On reviendra plus tard sur sa signification microscopique. 
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Introduisons aussi la probabilite conditionncllc P(a, t\<j', t') d'observer la configuration 
a a l'instant t sachant que le systeme etait en a' at'. Si les taux de transition W sont 
indepcndants du temps, cette probabilite conditionncllc n'cst fonction que de la difference 
t — t', on la notera alors T(a, a' ', r = t — t'). Elle verific l'cquation maitresse sous la forme 

±T{3, a', T) = £ W(S, <t")T(<t", <?, r) . (5.10) 

Explicitons avec ces notations une fonction de correlation a deux temps, pour t > t ! > t$. 
(A(t)B(t'))= ]T A(ft)T(ft 1 ?i I t-OB(?i)T(?i,S , o,t'-to)fl)(?o) l (5.11) 

(72 .171 ,0"0 

oii Pq est la distribution de probabilite au temps initial to- 

On va introduire une notation matricicllc plus compacte qui simplificra lcs generalisations 
de la partic suivantc, ct qui rcssemblc a ccllc utiliscc dans la publication P5. Considcrons 
des matrices indicees par les configurations a, ct en particulier T et W qui correspondent a 
la probabilite conditionncllc et aux taux de transition : 

(f(r))^ a =T(5 t i,ff a ,T), Wg^ = W{a u a 2 ) . (5.12) 

Ces matrices sont reliees par l'equation maitresse dT/dr = WT, avec T(t = 0) = 1 la 
matricc identite. La solution de cette equation s'ecrit done formellcmcnt T(t) = exp[M / r]. 

On notera aussi sous forme de matrices diagonales les obscrvables et lcs distributions de 
probabilite, 

Ay 1( T 2 = ^0=2^(^1) 1 (Po)a 1 S 2 = S 3l s 2 Po{Sl) , {p C c L )3 l 3 2 = S Sl ff 2 P c(i {Si) . (5.13) 

La notation de « bra-kets » a la Dirac sera utile dans la suite. On definit en particulier (— | 
le vecteur ligne dont tous les elements valent 1, et |— ) son transpose. On a done 

(-|M|-> = E ***. • ( 5 - 14 ) 

Ces definitions permettent de reecrire la fonction de correlation H5.11|l comme 

(A(t)B(t')) = (-\Af(t - t')Bf(t' - to)po|-) . (5.15) 

Dans cette notation matricielle : 

- la conservation des probabilites s'cxprimc par : (— \W = 0, ct de maniere equivalcntc 
*W"|— ) = 0. *• designe l'opcration de transposition matricielle. 

- la condition dc balance detaillce devient ficq*^ = Wp cq . Comme T(t) = exp[rH^], en 
developpant l'exponentielle en serie on a aussi 

p^f (r) = f (r)peq • (5.16) 

- la stationnarite dc la distribution de Gibbs-Boltzmann s'ecrit ici Wp e q\—) = 0, et done 

T(r)peq\-) =Peq|->- 

II reste maintenant a considerer l'effet d'un champ exterieur h couple lineairement a une 
observable B du systeme. Faisons l'hypothese que les taux de transition Wh en presence du 
champ verifient la condition de balance detaillee par rapport a ce nouvel hamiltonien, 

W hPcq . h = Peq/Wh . (5.17) 
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On verifie alors aisement l'equation suivante sur la derivee a champ nul de Wh , 
dW h 



W 



dh 



W'p cq + pWBp cq = p^W + pBp^W . (5.18) 

h=0 



On a, comme pour la matrice W, des proprictcs dues a la conservation des probabilites pour 
tout champ exterieur qui impliqucnt (— \W' = ct 'Tv'|— ) = 0. 

La fonction de reponse l|5.3|) est dcfinie par une derivation fonctionnellc par rapport au 
champ exterieur. II faut done prendre un champ d'intensite h/ At pendant un intervalle At 
autour du temps de derivation, puis dcriver par rapport a h et prendre la limitc At — + 0. 
On peut se convaincre que dans lc formalismc utilise ici, cela revient a inserer la matrice 
W' dans le bra-ket a l'instant correspondant. Par exemple, la fonction 1)5.3(1 s'cxprime pour 
t > t' commc 



S 7K(A(t)) h 



= (-\AT(t - t')W'T(t' - t )po|-) • (5.19) 

h=0 



5h(t' 

Ces longues definitions prcliminaires etant poses, les demonstrations sont quasi-immediates. 

Causalite 

Sit' > t, la fonction de reponse fQ9|) devient (-\W'f(t'-t)Af(t-t )p \-) . Or (-\W' = 
0, on a done bien annulation de la reponse a une excitation posterieure a l'observation, que 
le systeme soit equilibre ou pas. 

Pour la preuve des proprietes d'equilibre, on suppose qu'au temps to le systeme est 
equilibre, p = p oq . 

Invariance par translation temporelle 

On peut lire la propriete d'invariance par translation temporelle sur les equations l|5.15|l 
et H5.19JI ■ si po = Peq, T{t' — to)po\— ) = p cq |— ) et les fonctions ne dependent que de la 
difference des temps r = t — t' : 

Cab(t) = (-\Af( T )Bp eq \-) , (5.20) 

Rab(j) = (-\AT(t)W'p c(1 \-) . (5.21) 



Theoreme de fluctuation-dissipation 

Le theoreme de fluctuation-dissipation s'obtient en inserant la propriete 1)5.18(1 dans 1'- 
cxprcssion de la reponse que Ton vient d'etablir, et en utilisant *W 7 |— ) = 'W]— ) = pour 
simplifier le rcsultat : 

(-\Af(T)W' Pcq \-) = -P(-\Af(T)WB Pcq \-) . (5.22) 
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Comme dT( r )/^ r = T(t)W, on recommit dans (|5.22|> la derivee temporelle de la fonction 
de correlation, cc qui prouve 

1 dC AB (T) 
Rab(t) = — . (5.23) 



Relation d'Onsager 

Finalement, la relation d'Onsager sur la fonction de correlation s'obtient en prenant la 
transposee de l'expression matricielle (|5.2UII . 

(-\Af(T)Bp cq \-) = (-|p eq B*f(r)i|-) = (-\Bf (r)Ap eq \-) , (5.24) 

ce qui prouve CAB(t,t') = CBA(t,t'). On a utilise ici la condition de balance detaillee sous 
la forme l|5.16|l . 
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5.2 Generalisations pour des fonctions a n temps 

Le formalismc dcvcloppe dans la partie precedente a le merite de faciliter la generalisation 
de ces resultats a des fonctions de correlation et de reponse a un nombre arbitraire de temps. 
Dcfinissons par cxcmple une fonction de correlation a n points. 

C(t n ,...,h) = (A n (tn)A n - 1 (tn-l)...A 1 (tl)) , (5.25) 

ou les Ai sont des observablcs quclconques du systemc. On va supposer sans perdre de 
generalite que les temps sont classes selon t n > t n —i > • • • > t\. On a alors, en supposant 
que le systeme est equilibre a un temps to < t±, 

C(t n , ...,h) = (-\A n f(t n - i„_i)i„_i . . . A 2 f{t 2 - ti)iiftH,|-} . (5.26) 

La propriete d'invariance par translation temporelle est claire : si Ton ajoute la meme quan- 
tity a tous les temps ij, la correlation n'est pas modificc. 



Relation d'Onsager 

On pcut aussi construire une relation d'Onsager sur cette fonction de correlation. Prenons, 
a l'image de la demonstration faite pour la fonction a deux temps, la transposee de cette 
expression, 

{-\A n f (t„ - t„_l)i n -l • • • A 2 f{t 2 - ti)iip eq |-) (5.27) 

= (-\p c<l A 1 t f{t 2 -t 1 )A 2 ...A n _ 1 t f(t n -t n -l)A n \-) (5.28) 

= (-\A 1 f(t 2 -t 1 )A 2 ...A n ^f(t n -t n -l)A n p eq \-) (5.29) 

On reconnait une fonction de correlation ou l'ordre temporel des observablcs a ete renverse. 
Dcfinissons pour etre plus precis une operation de renversement temporel autour d'un point 
i * , 

t R = 2U-t. (5.30) 

Grace a la propriete d'invariance par translation, le choix de t* est completement arbitraire. 
On peut alors ecrire la relation precedente sous la forme 

(A n (t n )A n . 1 (t n . 1 )...A 2 (t 2 )A 1 (t 1 )) = (A 1 {t?)A 2 {t*)...A n _ 1 {tn_ 1 )A n {t*)) , (5.31) 

ce que Ton visualise facilement sur le schema de la figure l5"Tl 

t\ <2 • • • tn 



observables : A\ 



-1 2 



Fig. 5.1 - Schematisation de la relation d'Onsager entre n observables, cf. eq. (|5.31|l . On 
pris i* = et t n = —t\ pour simplifier le dessin. 
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Theoreme de fluctuation-dissipation 

Comme decrit dans le chapitrc|3 on peut definir plusieurs fonctions de reponse a n temps, 
scion le nombre de perturbations k et le nombre d'observables n — k avec k £ [l,n — 1], 



S k 

(A k+1 {t k+1 ) . . . A n (t n )) 



Shxih) . . . Sh k (t k ) 



(5.32) 

h=0 



Ici chaque champ hi peut etre couple a une observable Bi diffcrcnte. On peut facilement mon- 
trer que ces fonctions sont causales, c'est-a-dire qu'elles s'annulent des qu'un des temps de 
perturbation {t\ , . . . , t k } est plus grand que le maximum des temps d'observation {t k +i , ■ ■ • , t n }. 
En effet on a alors l'insertion d'un W' dans un bra-ket a gauche des Ai, ce qui annule la 
fonction correspondante a cause de (— \W' = 0. 

Commcngons par discuter le cas des fonctions a trois temps, et plus particulicrcment la 
reponse d'une perturbation sur la moyenne de deux observables, i.e. n = 3 , k — 1 dans la 
definition ci-dessus. Posons 



C(ti,t2,tp) = (A 1 {t 1 )A 2 (t 2 )B(t p )) , RihM^tp) = 7r77T(^i(ii)^2(i 2 )> 



, (5.33) 

h=0 



avec h un champ couple a B. On supposera sans perte de generalite que t 2 > £i. Par contre 
t p peut se situer dans differents secteurs : 

- Si t p > t 2 , R = par causalite. 

- Si t p < ti, autrement dit si la perturbation est antcricure aux deux temps d'observa- 
tion, 

R(h,t 2 ;t p ) = Hi 2 f(ta -tJAiffa -t p )W% q \-) . (5.34) 

On peut alors suivre les memes etapes que celles conduisant a la preuve du FDT a 
deux points en transformant W'p cq \—), et obtenir 

1 d 
R{ti,t 2 ;tp) = —j—C{t 1 ,t 2 ,tp) pour t 2 >t 1 >t p . (5.35) 

Cette relation est une generalisation naturelle du FDT habituel. 

- Si le systeme est perturbe entre les deux temps d'observation, t 2 > t p > ti, on a 

R(ti,t 2 ;t p ) - ^\A 2 f{t 2 -tp)W'f{t p -t l )A l p^\-) (5.36) 

= (-\A 1 f(t p -t 1 )p cq t W'p- c lf(t 2 -tp)A 2Pcq \-) . (5.37) 

La deuxieme ligne a ete obtenue en prenant la transposce de la premiere. On peut 
maintcnant utiliscr l|5.18(l pour transformer ceci en 

R{t u t 2 \t P ) = {-\A l f{tp-t 1 )W'f{t 2 -tp)A 2 p cq \-) (5.38) 

+ /3HA^-*i)(WB-M0f(i 2 -£ p )i 2 p eq |-) (5.39) 

La premiere ligne de cette equation correspond a une fonction de reponse avec des 
arguments temporels renverses dans le temps, tandis que la deuxieme peut se reecrire 
comme une derivee temporcllc dc la fonction de correlation. On obtient finalemcnt 

R(h,t 2 ;tp) - Rit^t^t") = -—C(h,t 2 ,t p ) , (5.40) 
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oil l'on a reutilisc l'operation de renversement temporel. II n'etait pas completement 
evident de prevoir cette relation qui fait intervenir deux fonctions de reponse, au vu 
du FDT sur les fonctions a deux temps. 

Cette forme contient en fait Q5.35JI comme cas particulier : si t p < ti , t p est plus grand 
que if et if\ La dcuxieme fonction de reponse de l|5.40(l s'annule alors. 
On peut sans difnculte gcncraliser cette relation au cas d'un produit de m observables 
avec une perturbation appliquee au temps t p , 

1 d 
R(ti, ■ ■ ■ ,t m ]t p ) - R(t 1 , . . . ,t m ;t p ) = — — C{ti, . . . ,t m ,t p ) . (5-41) 

II resterait a etudier les relations sur les fonctions de reponse a plusieurs perturbations. 
Dans la publication on pourra trouver le cas de la reponse d'une observable a deux pertur- 
bations. 
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5.3 Un theoreme de fluctuation 

Dans les demonstrations de la partie prccedente on a souvent utilise l'operation de trans- 
position matriciellc, qui correspond physiqucment a un renversement temporel. La condition 
de balance detaillee est profondcment reliee a cette notion : elle exprimc la rcvcrsibilite mi- 
croscopiquc dcs transitions entre deux configurations. En consequence le flux de probabilitc 
entre deux configurations microscopiques s'annule pour un ensemble de systemes a l'equili- 
bre, et l'on ne peut plus distinguer le sens temporel de revolution. 

Les relations d'Onsager sont une reformulation de cette invariance, et les fonctions de 
rcponse sont dans un certain sens une mesure de l'irreversibilite de revolution induite par 
les perturbations exterieures. 

A la lumiere de ces remarques, il n'est pas etonnant que Ton puissc reformuler toutes 
les proprietes dcmontrccs jusqu'ici dans une expression qui fait jouer un role central au 
renversement temporel de revolution. Ce principe, que l'on va presenter dans cette partie, 
ressemble beaucoup a certaines formes du theoreme de fluctuation |158l I159| pour des dy- 
namiqucs microscopiques stochastiques |16()l llfilj . On pourra consulter |lf>2j pour une revue 
de ces travaux, et 163^ pour une mise au point sur le bon usage du nom de theoreme de 
fluctuation. 

Nous nous sommes apergus, malheureusement apres la publication de Particle, que ce 
resultat avait ete obtenu anterieurement par Crooks |164| . 

On va a nouveau changer un petit peu la modelisation et les notations par rapport a la 
publication et a la partie precedente. On considere maintenant un processus stochastique 
ou l'espace des configurations et le temps sont discrets. L'evolution du systeme est regie par 
Pcquation-maitresse 

P(a, T + 1) = £ W(a, a', T)P(a\ T) . (5.42) 

Les W sont ici des probabilites de transition et non plus des taux de transition par unite 
de temps. On suppose qu'un champ exterieur h{T) est couple a une observable B, et que la 
dependance temporelle explicite des probabilites de transition ne se fait que par l'interme- 
diaire de ce champ : 

W(a, a', T) = W{a, a'; h(T)) . (5.43) 

Fixons-nous un intervalle de temps [— M, M] pendant lequel on observe le systeme. On 
appclcra trajcctoirc renscmblc des configurations occupccs successivemcnt par le systeme au 
cours de cet intervalle de temps, g_ = {(t_jvj, c?-m+i, • ■ ■ , <?m}- Definissons aussi la trajcctoirc 
du champ exterieur h = {h-M, ■ ■ ■ j ^M-i}- La probabilitc d'observation d'une trajcctoirc des 
configurations etant donne une trajectoire du champ exterieur s'exprimc comme le produit 
des probabilites dc transition, 

P(a\h) = W(aM,VM-i;hM-i)W(aM-i,aM-2;hM-2).-- (5.44) 

• . .W(cf-M+l,cr-M;h-M)Pm(Sr-M) , (5.45) 

Pi n designant la loi de probabilitc des configurations au temps —M. On note maintenant 
g_ R = {5m , ■ ■ ■ , &-m} ct h = {/ijvf-ij ■ ■ ■ i h-iw} les trajectoires renversees dans le temps 
autour de T* = 0. Le quotient de la probabilite d'observation d'une trajectoire a dans un 
champ h par la quantite corrcspondante apres renversement temporel des trajectoires s'ecrit : 

11 UTT^T-. TT pTIz-S ■ ( 5 - 46 ) 



P(2. R \h R ) \^ L M W{a l ,a l+1 -h l ) P^m) 
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Faisons deux hypotheses supplementaires : 

- Au temps — M le systeme est equilibre par rapport a la mesure de Gibbs en champ 
nul, i.e. Pi n (a) = exp[—/3H(a)}/Z. On peut imagincr que le systeme ait ete prepare 
bien avant et qu'on l'ait laisse evoluer sans champ jusqu'au temps —M. 

- Les probabilites de transition W verifient la condition de balance detaillee par rapport 
a rhamiltonicn total H — hB : 



Avec ces deux nouvelles hypotheses, H5.46[) sc simplifie en 

" Af-l 

P J2 (B(ai+i) ~ B(3i))hi 



(5.47) 



P{s\h) 



P(a R \h R ] 



= cxp 



--M 



(5.48) 



On aurait obtenu une forme analogue en partant d'une dynamiquc en temps continu 

P(g|fe) cx L f tM 

P(a R \h R ) ~ ° XP L Jt=-t. 



dt h(t)B(t) 



(5.49) 



ou B(t) designe la dcrivee de B(a(t)) le long de la trajectoire g_. 

Cette relation cxprimc en champ nul la micro-revcrsibilitc dc revolution, et done l'equiprob- 
abilite d'une trajectoire et de sa renversee temporellc. Un champ exterieur non nul brise 
cette invariance ; on peut interpreter |164| l'exposant de (|5.48|t comme la partie du travail 
du champ exterieur que le bain thcrmique doit dissiper, ce qui entraine l'irreversibilite du 
processus. 

Ce theoreme de fluctuation contient toutes les relations de la partie precedente. Con- 
siderons pour commencer le cas ou le champ h est nul. On peut facilement en deduire les 
relations d'Onsagcr en multipliant les deux membrcs dc l'cquation par lc produit des ob- 
servables concernees : 



P(a\h = 0)A n (a(t n )) . . . Ai(?(ti)) = P{a R \h - 0)A n {a(t n )) . . . A^afa)) 
Sommant ensuite sur les trajectoires a il vient 

(A n (t n ) . . . A 1 (t 1 )) = (A n (t n ) . . . A! fa))* = (Ai(tf ) . . . A n (t R )) . 



(5.50) 



(5.51) 

La notation (•)# designe ici la somme sur les trajectoires a R , et la deuxieme egalite vient 
du changement dc variables d'intcgration g_ R —> g_. On a ainsi reobtenu la relation d'Onsagcr 

(i5~rnt . 

On peut aussi deduire toutes les relations de fluctation-dissipation de l'equation (|5.49|) . 
La methode, que l'on n'explicitera ici que pour la fonction a deux points, consiste a nouveau a 
multiplier les deux membres de l'equation par les observables et a sommer sur les trajectoires : 



A(ti) exp 



(3 / dt h(t)B{t) 



= (A(h)) R . 



(5.52) 



Prcnant la derivee fonctionncllc a champ nul de cette equation, il vient en prenant soin de 
la dependance temporellc renvcrsce du deuxieme membre 



-/3(A(i!)B(i 2 )) 



■^(<i)> = 



: (A(- tl )) 



(5.53) 



Sh{t 2 ) y v L " 8h{-t 2 ) 

qui est bien la forme habituellc du FDT, puisqu'une des deux reponses s'annule par causalite 
selon que t\ > t 2 ou t 2 > t\. On peut suivre la meme procedure pour retrouver les relations 
entre correlations et reponses a trois temps obtenues dans la partie precedente, ainsi que 
leurs generalisations a un nombre arbitraire de temps. 
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5.4 Generalisations hors d'equilibre 

La motivation de l'etude presentee dans ce chapitre reside dans la constatation que la 
dynamique des modeles de spin dilues ne peut pas s'exprimer en termes des fonctions a 
deux temps uniquemcnt. On a explore pour l'instant les proprietes qu'auraient les fonctions 
de correlation et de reponse a plus de deux temps si le systeme atteignait l'equilibre. On 
s'attend cependant a ce que la phase de basse temperature de ces modeles aient des proprietes 
vitreuses, et done que le systeme reste hors d'equilibre a tous les temps. On s'interessera 
done dans la fin de ce chapitre a la forme que prennent les fonctions a plusieurs temps dans 
cette phase de basse temperature. 

Je commence avant cela par faire un rappel sommaire de l'image de la dynamique hors 
d'equilibre des verres de spin qui a emerge des travaux sur les modeles completement con- 
nected. 

5.4.1 Le scenario hors d'equilibre a une echelle de correlation 

Le cadre theorique dans lequel on se place ici a vu le jour avec Particle de Cugliandolo et 
Kurchan 02j sur la dynamique de basse temperature du modele p-spin spheriquc. En effet, 
jusque la les etudes dynamiques de ces modeles s'etaient cantonnes a la phase d'equilibre a 
haute temperature. 

Les equations sur les fonctions de correlation et de reponse de ce modele, pour une 
preparation initialc imitant un refroidissement instantane depuis la temperature infinie vers 
celle du bain exterieur, ont ete donnees dans la partie l3~H Leur resolution, dont le principe 
est explique en grand detail dans @B]; revele l'existence d'une temperature de transition Td 
entre deux regimes. 

A haute temperature, la configuration initialc relaxe rapidement, et apres ce court regime 
transitoire les fonctions de correlation et de reponse sont stationnaires. Le theoreme de 
fluctuation-dissipation est aussi verifie, l'equilibre est done atteint. Quand on se rapproche 
de Td par valeurs superieures, la fonction de correlation prend une allure particuliere, sche- 
matisee sur la figure IB~2l La decroissance se fait en deux temps, d'abord de la valeur initialc 
jusqu'a une valeur de plateau qea, puis du plateau a 0. La duree de ce plateau augmente 
quand on diminue la temperature, et finit par diverger a Td- Quclques rcmarques s'imposent 
ici. Tout d'abord, cette description ne concerne que le cas p > 3 : on a vu dans la partie 
I3.3.1l aue pour p — 2, e'est-a-dire la version spheriquc du modele de Sherrington-Kirpatrick, 
le parametre d'ordre (?ea croissait continument a la temperature de transition. II n'y a done 
pas l'apparition d'un tel plateau dans la phase de haute temperature. Signalons aussi que la 
version spherique du modele p-spin a ete introduite par Crisanti et Sommers |165| , ces au- 
teurs ayant aussi etudie la dynamique de haute temperature dans |166| . Finalement, on peut 
souligner la similitude de cette forme de la fonction de correlation avec cellos predites pour les 
liquides structuraux par la theorie du couplage de modes (MCT) |2DJ ■ Cette similitude n'est 
pas accidentelle : comme l'ont remarque Kirkpatrick, Thirumalai et Wolynes |51l 1521 153*) . 
les equations dynamiques du modele p-spin spherique ont la meme forme que les versions 
schematiques de la MCT. On trouvera une discussion plus detaillee de cette relation, et de 
ses possibles implications a basse temperature, dans |54j . 

Concentrons-nous maintenant sur la phase de basse temperature. Dans ce cas la dy- 
namique est hors d'equilibre. L'invariance par translation temporelle est brisee par le temps 
initial de preparation du systeme, qui n'est jamais « oublie ». II est done necessaire de con- 
server explicitement le temps d'attente t w passe dans la phase de basse temperature avant le 
debut des mesures d'auto-correlation et de reponse. II se trouve que la fonction de correlation 
C(t w + T,t w ), pour des temps d'attente t w suffisamment longs, a aussi Failure donnee sur 
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la figure 15.21 Autrement dit il y a une premiere decorrelation vers le plateau qea 2 qui est 
independante du temps d'attente, et la decroissance finale de la correlation se fait sur des 
echclles de temps d'autant plus grandes que le systeme est reste longtcmps dans la phase 
de basse temperature. Les systemes les plus « vieux » evoluent le plus lentement dans ce 
regime. La valeur de la correlation <?ea permet done de distinguer entre un regime rapide, 
stationnaire, et un regime lent qui depend de l'age du systeme. Plus precisement, on peut 
utiliscr la paramctrisation suivante de la fonction de correlation : 

C(t w + r, t w ) sa C faat (r) + C slow ( ^jF^y ) . (5-54) 

ou l(t) est une fonction croissante. Cette decomposition n'est valable que dans la limitc 
t w — > oo. Je me permettrai cependant d'utiliser un signe d'egalite dans la suite pour simplifier 
les ecritures. Pour un temps d'attente t w donne, les temps ulterieurs se divisent en deux 
cpoques : si r n'est pas trop grand, la partie lente de la correlation est quasiment constante, 
egale a <7eAj tandis que la partie rapide Cf as t(r) decroit de 1 — ^ea >a 0. Pour des temps 
beaucoup plus grand, la partie rapide s'est annule, toute la dependance tcmporcllc vient 
alors de la partie lente de la correlation. On dira dans la suite que deux temps t\ et t 2 sont 
proches (rcsp. eloignes) si C(ti,t 2 ) > (?ea (rcsp. C(£i,£ 2 ) < <?ea)- 

La fonction l(t) encode la dependance de la dynamique vis a vis de l'age du systeme. Dans 
la plupart des cas elle n'a pas ete determinee analytiquement ; le traitement des equations 
dans la limitc des longs temps d'attente repose sur l'abandon de certains termes, ce qui fait 
apparaitre une invariance par reparamctrisation de la fonction I. 

Le scenario presente ici pour la dependance temporelle de la fonction de correlation est 
dit a brisure faible d'ergodicite (WEB) [1671 1168] , En effet, la decroissance de la partie 
rapide de la correlation ne se fait que jusqu'a une valeur positive de la correlation, comme si 
l'ergodicite etait brise par un confinement du systeme dans une partie de l'espace des phases 
de taille <?ea- Cette brisure n'est pas complete car sur des echelles de temps beaucoup plus 
longues le systeme arrive a echapper a ce confinement, la correlation finissant par decroitrc 
jusqu'a 0. 

La fonction de reponse presente aussi une decomposition similaire en deux contributions : 

R{t w + r;t w ) = i? fast (r) + ^i?siow ( l{t u t \ T) ) ■ ( 5 - 55 ) 

Le quotient V jl s'annule pour des longs temps d'attente, ceci fait partie du scenario « a 
faible memoire a long terme » (WLTM). 

Les fonctions de correlation et de reponse pour des faiblcs differences de temps vcrificnt 
le theoreme de fluctuation-dissipation avec la temperature T du bain thermique exterieur : 

Riestir) = -/JCLtto • (5.56) 

Ce theoreme est viole dans le regime vicillissant : la temperature du thermostat est remplacee 
par une temperature effective generee spontanement par le systeme. Pour deux temps t > t w 
eloignes, on a 

R{t;t w ) = cS -£-C(t,t w ) . (5.57) 

ot w 



2 Ce parametre d'ordre depend de la temperature et croit discontinument quand on passe en dessous de 
Tjj, pour alleger les notations je laisse implicite cette dependance en temperature. 
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Fig. 5.2 - Allure de la fonction de correlation dans le scenario a une echelle de correlation. 
Lcs diffcrcntes courbes correspondent soit a diffcrcntes temperatures pour T > Td, soit a 
diffcrents temps d'attente pour une temperature T < Td fixee. 

Cette temperature effective, qui peut s'cxprimcr en fonction des caracteristiques du modele, 
possede certaines proprictcs attenducs pour une « temperature » , comme le controlc du sens 
des echanges d'energie entre deux systemes. Ccs proprictcs sont l'objet notamment de |169| . 

Le scenario presente ici est le plus simple dans la famillc des dynamiques hors d'equili- 
bre de verres de spins champ moyen : il n'y a qu'une valeur gEA; done seulement deux 
regimes tcmporels (un d'equilibre, un vieillissant) et deux temperatures (celle du bain ex- 
terieur, et celle auto-induite sur les degres de liberte lents). On peut rencontrer d'autres 
situations plus compliquees, notamment dans la version soft-spin du modele de Sherrington- 
Kirkpatrick |170| . II apparait alors une infinite d'echelles de correlation. Cette difference de 
comportement est reliee aux deux types de brisure de la symetrie des repliques rencontres 
dans les etudes statiques. Pour le p-spin sphcriquc un seul pas de brisure est suffisant, alors 
que le SK presente une brisure complete de la symetrie. 

On utilisera dans la suite le scenario a une echelle de correlation, l'adaptation des resultats 
au scenario du SK etant par ailleurs possible. 



5.4.2 Consequences sur les fonctions a trois temps 

On a done une forme tres particulicrc pour la violation des theorcmes d'equilibre dans 
la dynamique de basse temperature du modele p-spin spheriquc. II serait interessant d'avoir 
un modele dans lequel les fonctions a plus de deux temps ne decoulent pas directement de 
celles a deux temps, et pour lequel on puisse expliciter les equations regissant les fonctions de 
correlation et de reponse a plus de deux temps. II conviendrait alors de chercher 1 'analogue 
des formes asymptotiques trouvees sur les fonctions a deux temps dans le modele complctc- 
ment connecte. On va se contenter d'une approche un peu detournee : supposons que Ton 
ait une variable scalairc qui cvoluc scion un processus stochastiquc gaussicn (par excmple 
une equation single-spin pour une variable effective). On peut alors calculer tous lcs cumu- 
lants de ce processus en fonction des premiers cumulants. Si Ton prend pour ces derniers le 
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scenario hors d'equilibre a une echelle de temps, on peut en explorer les consequences sur 
les fonctions a n points. On supposera finalcment que ces relations resteront vraies dans un 
modelc non gaussien. 

Dcfinissons done un processus gaussien <p{t) couple lineairement a un champ exterieur 
h(t). On suppose sa moyenne non nulle pour avoir des fonctions a trois points non triviales, 
dans le cas contraire il faudrait ecrire les relations a quatre points ce qui alourdirait la 
discussion. Lc processus est complctcmcnt caracterise par la donnee de sa moyenne, de la 
correlation a champ nul et de la fonction de reponse : 



im = M(t) , ww)) =c(t,f), -^- (m 



= R(t;t') . (5.58) 

h=0 



Un calcul immediat d'integrales gaussiennes permet d'exprimer les fonctions a trois temps : 
C(h,t 2 ,h) M(ti)C(t2,t 3 ) + M{t 2 )C(t u t 3 ) + M(t 3 )C{t u t 2 ) , 

= M(t 1 )R(t 2 ;t 3 ) + M{t 2 )R(t 1 ;t 3 ) . (5.59) 



R(h,t 2 ;t 3 ) = —-—{<j ) {t 1 )<p{t 2 )) 

oh(t 3 ) 



h=0 



Supposons que tous les temps mis en jeu soient grands devant un temps microscopique, de 
sorte que la moyenne M(t) ait atteint une valeur asymptotique M as , et que la decomposition 
des fonctions a deux temps en une partie rapide et une partie lente soit valable. On cherche 
done les relations entre les fonctions a trois points que cette decomposition induit. Rappelons 
que Ton a demontre a l'equilibre : 



d 



Pg^C{t 1 ,t 2 ,t p )=R(t 1 ,t 2 ;t p )-R(tf,t^) , (5.60) 

ou la notation t R designe le renversement temporel par rapport a un temps £* arbitrairc, 
t R = 2t* —t. Pour le processus gaussien etudie ici, il suffit d'inscrcr les formes asymptotiques 
des fonctions a deux points dans les relations l|5.59|l pour etablir les generalisations de la 
relation d'equilibre l|5.60|l . Les differents cas a considerer sont detailles dans la publication 
P5, je donne ici un resume des resultats obtenus : 

- Supposons d'abord que le temps de perturbation t p soit anterieur aux deux temps 
d'observation, t p < t\ < t 2 . II faut alors distinguer deux possibilitcs : 

- si t p et ii sont proches, e'est a dire C{t p ,ti) > qEA, le FDT est verifie avec la 
temperature du bain exterieur, 

13 J-C(ii, t 2 , t p ) = R{t u t 2 \ t P ) . (5.61) 

utp 

- si tp et t\ sont cloignes, i.e. C(t p , t\) < (?ea, e'est la temperature effective qui controlc 
la relation de fluctuation-dissipation : 

0eS-^-C(h,t 2 ,t p ) = R(h,t 2 ;t p ) . (5.62) 

Notons que le temps t 2 est « spectateur » ici : qu'il soit proche ou loin de t\ ne change 
pas la forme de la relation. 

- Intcressons-nous maintcnant au cas t\ < t p < t 2 d'une perturbation faite a un temps 
intermediairc. On trouve que la relation d'equilibre H5.6(Jf) est verifie des qu'au moins 
un des deux temps t\ ou t 2 est proche de t p . Par contre si les deux en sont eloigncs, 
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c'est-a-dire si C{t p ,t\) < <7ea et C(t p ,t 2 ) < <7ea, la generalisation hors-d'equilibrc 
prend la forme : 

AfiJ-C(ti,t2,t„) = R(ti, t 2 ;t p )-R{t Rl ,t Rl ;t Rl ) . (5.63) 

Otp 

II y a deux modifications par rapport a (|5.60() : comme on pouvait s'y attendre, la 
temperature effective remplacc celle du bain thermique. Le point le plus original ici est 
que l'on doit definir une nouvelle operation de « renversement tcmporcl dans l'echelle 

vieillissantc », 

,m _ /-I i'H**)" 



oil £* est un temps arbitraire. eloigne de t, laisse invariant par cette operation de 
renversement. l^ 1 designe ici la reciproque de I, autrement dit le temps t et son renverse 
t Rl sont relies par l(t)l(t Rl ) = /(£*) 2 . On verifie aisement que pour la forme d'cquilibre 
l(t) = e l cette definition coincide avee celle du renversement temporcl standard. 
On pourrait de la meme fagon etudier les consequences du scenario hors d'equilibre sur 
des fonctions avee un plus grand nombre de temps. 

5.4.3 Generalisation du theoreme de fluctuation 

La section 15.31 presentait une formulation compacte des proprietes de la dynamique 
d'equilibre a l'aide d'un theoreme de fluctuation. Celui-ci etait essentiellement une quan- 
tification de la brisure d'invariance par renversement temporel que le travail d'un champ 
exterieur induit. On va voir maintenant que les relations hors d'equilibre postulees dans le 
paragraphe precedent decoulent, elles aussi, d'une modification du theoreme de fluctuation. 

Decomposons pour cela revolution microscopique du systeme en une partie rapide, 
d'equilibre, et une partie lente vieillissantc. Une telle decomposition a ete utilise par Franz 
et Virasoro dans |171j . L'idee consiste a definir la partie lente de revolution comme une 
moyenne sur un intcrvallc de temps suffisamment grand : 

i rt+A(t) 

4>{t) = <t> f (t) + Mt) , Mt) = xm i dt ' 0(i ' } ' (5 - 65) 

ou A(i) est defini par C(t, A(i)) = ^ea- Le degre de liberte lent (j) s (t) est done la moyenne 
sur tous les temps proches de t. Le champ exterieur h(t) peut etre de la meme maniere 
decompose en une partie rapide et une partie lente. 

On peut verifier alors que les relations hors d'cquilibre s'obtiennent en supposant que : 

- La partie rapide (j>t(t) verifie le theoreme de fluctuation habituel (cf. eq. I|5.49|l ) avee 
la temperature T du thermostat, scule la partie rapide hf du champ exterieur agissant 
sur 4>{(t). 

- Les degres de liberte lents du systeme sont soumis a un principe generalise, 



PUs Rl \hs Rl ) ° XP 



/3 eff / dth a (t)Mt) 



(5.66) 



La temperature du bain a ete remplacee par la temperature effective, et l'operation 
de renversement temporel par sa contrepartie dans le domaine vieillissant definie par 
l'equation (|5.64|1 . 

A nouvcau ce rcsultat n'est qu'une conjecture, et il serait intcrcssant de tester sa veracite 
sur des modeles suffisamment simples pour etre solubles, mais non trivialement gaussiens. 
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5.4.4 Perspectives 

La demarche suivie pour etablir ces relations hors d'equilibrc est criticable : les relations 
hors d'equilibrc (j5.fi 2(1 ct (|5.fi3J) sont ici des consequences directes de l'hypothcse faite sur 
les fonctions a deux temps. La conjecture avancee dans la publication P5 est qu'il existe des 
modeles non triviaux pour lesquels ces relations restent vraies. Le travail expose dans la par- 
tie [<0]montre que cette hypothese est au moins coherente pour les modeles p-spin dilues. En 
effet, meme si l'on ne sait pas resoudre l'equation de point-col sur le parametre d'ordre dans 
ce cas-la, les fonctions a n points peuvent formellement s'exprimer par un developpement 
diagrammatique perturbatif autour d'une theorie gaussienne. Ces diagrammes sont constru- 
its a partir des operations de convolution et de produit direct de noyaux supersymctriqucs. 
Or ces deux operations conservent les decompositions en diffcrentes epoques temporelles : 
si les fonctions de reponse et de correlation de deux noyaux Fi(a,b) et F 2 (a, b) ont une 
partie rapide et une partie lente separees par une certaine echelle de correlation, les produits 
F\ <E Fi et F\ • Fi vont aussi presenter le meme type de separation d'echelles. 

Une direction alternative serait de tester ces predictions a l'aide de simulations numeriques. 
Parmi les plus simples de ces verifications, on peut remarquer que le theoreme de fluctuation 
generalise, pris sans champ exterieur, donne lieu a des relations d'Onsagcr dans le regime 
vicillissant. On a notamment pour trois temps ii < <2 < £3 tous eloignes les uns des autres : 

C{h,t2,h) = C{t 1 ,t$\h) , (5.67) 

ou t^ 1 est defini par C(t\,t-i) = Cit^ 1 ,t^). Ce type de relation devrait etre assez facile a 
tester dans des simulations numeriques de verres de spin dilues, et donnerait plus de credit 
a cette assez surprenante idee de « renversement temporel dans l'echelle vieillissante ». 

Signalons enfin deux etudes recentes concernant, dans des contextes un peu differents, des 
generalisations du theoreme de fluctuation dans des situations hors d'equilibre [1721 1178) . 



Chapitre 6 

Conclusion 



Ici s'acheve la presentation des resultats obtenus au cours de cette these consacree a la 
dynamique hors d'equilibre des systemes dilues. Comme on l'a vu au cours des differents 
chapitres, la connectivite finie de ces systemes est a l'origine d'un certain nombre de dif- 
ficultes techniques. Plusieurs schemas d'approximation ont par consequent ete proposes et 
particllenient cxploites. On peut esperer que ces travaux preliminaries pounont etre appro- 
fondis et conduire a des predictions physiques plus completes sur le comportement de cette 
famillc dc systcme, qui est loin d'avoir ete elucide ici. 

J'ai essaye de donner a la fin dc chaque partie des directions d'approfondissements pos- 
sibles, je me contenterai d'en rcprcndrc quelques uncs ici : 

- La formulation supcrsymctriquc de l'intcgrale dc chcmin dc Martin-Siggia-Rose com- 
plctcc par l'introduction d'un paramctrc d'ordrc inspire dc la theorie statique (section 
13.411 a pcrmis d'ecrire formellcmcnt l'cquation rcgissant la dynamique des versions soft- 
spin des modclcs dilues. II serait ccrtaincmcnt interessant de pousser plus avant cette 
approche ; l'approximation a un seul defaut dc Biroli et Monasson, presentee dans le 
cadre des matrices aleatoires, devrait pouvoir etre adaptee aux calculs dynamiques. 
Les resultats obtenus dans le chapitre |5] sur la forme hors d'equilibre des fonctions a n 
points seront peut-etre utiles dans cette tentative. 

- Le travail sur le ferromagnetique a connectivite fixe ( section 14.3(1 pourrait par ailleurs 
constituer un point de depart pour une investigation de la phase de Griffiths dans les 
modeles a connectivite fluctuante. 

- L'etude de l'algorithmc d'optimisation expose dans la partie l4~4l ouvre de nombreuses 
portes, tant vers des travaux analytiqucs pour une meillcurc description quantitative 
dc ce processus « non-physique » que vers des investigations numcriqucs d'algorithmes 
plus pcrformants. Une des questions importantcs a clarifier dans cette perspective 
concerne le lien entre la structure du paysage des configurations microscopiques et les 
proprietes de tels algorithmes qui ne respectent pas les conditions physiques de type 
balance detaillee. II serait souhaitable que des echanges fructueux s'etablissent entre 
la communautc dc physique statistique ct cellc d'informatiquc, dont les objets d'etudc 
sont etroitcment lies. La confrontation d'approches et de methodes assez radicalement 
differentcs peut surcment apporter beaucoup aux deux domaines. 

Jc voudrais finalement souligncr un point qui n'a ete que tres peu aborde dans ce 
manuscrit. Les systemes dilues sont des modclcs dc champ moyen, ct toutcs les paircs dc 
sites ont la meme probabilite a priori d'etre en interaction. Si Ton considcre un cchantillon 
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donne, on peut par contre dcfinir une distance entre deux sites comme la longueur mini- 
mum des chemins qui les relient. On a done une notion de « geometrie », qui permet de 
dcfinir par exemple des correlations spatiales dans le systeme. Cet aspect a ete perdu dans 
les etudes presentees ici, par exemple dans l'approche fonctionnellc de la section l3.4l car on 
s'est interesse aux proprictcs moyennees sur l'ensemble des echantillons. La ncccssite et/ou 
la possibilite de travailler sur un echantillon donne dans ces systemes dilues suggere des 
perspectives assez fascinantes. Les applications dc la mcthode de cavite l'ont montre pour 
les proprietes statiques, il reste des possibilites pour etendre cette demarche a la dynamiquc. 
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Resume 



Cette these est consacree a l'etude des proprietes dynamiques des modeles dilues. Ces 
derniers sont des systemes de physique statistique de type champ moyen, mais dont la 
connectivite locale est finie. Leur etude est notamment motivee par l'etroite analogie qui lcs 
relient aux problemes d'optimisation combinatoirc, la i^-satisfiabilitc alcatoire par exemplc. 

On expose plusieurs approches analytiques visant a decrire le regime hors d'equilibre de 
ces systemes, qu'il soit du a une divergence des temps de relaxation dans unc phase vitreuse, 
a l'absence de condition de balance detaillee pour un algorithme d'optimisation, ou a une 
preparation initiale dans une configuration loin de l'equilibre pour un ferromagnetique. Au 
cours de ces etudes on rencontrera egalement un probleme de matrices aleatoires, et une 
generalisation du theoreme de fluctuation-dissipation aux fonctions a n temps. 



Abstract 



This thesis is devoted to the study of dynamical properties of diluted models. These are 
mean field statistical mechanics systems, but with finite local connectivity. Among other 
reasons, the interest for these models arises from their deep relationship with combinatorial 
optimization problems, random ^-satisfiability for instance. 

Several analytical descriptions of their out of equilibrium regime are described. This 
regime can be due to long relaxation times in glassy phases, lack of detailed balance condi- 
tion for optimization algorithms, or transient relaxation from an arbitrary initial condition 
for ferromagnets. In the course of these studies some attention will also be given to ran- 
dom matrix theory, and to a generalization of fluctuation-dissipation theorem for n-times 
functions. 



